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前 言

为什么撰写此笔记

优化理论作为现代应用数学的重要分支，广泛应用于数据科学、人工智能、控制工程等

众多领域，其理论体系的发展对实际问题的建模与求解具有深远影响。正因如此，南开大学

倪元华课题组于 2021 年 9 月开始组织优化理论专题讨论班，致力于从零开始较系统性地学
习优化理论。随后，南开大学李欢老师、天津大学张新珍老师课题组也加入进来，讨论班的

学习路线循序渐进、由浅入深。自 2022年 9月起，课题组师生一起学习 Yurii Nesterov所著
《Lectures on Convex Optimization》，和 Amir Beck所著《First­Order Methods in Optimization》。

本笔记整理自冯乐晨同学于 2023年 9月至 2024年 12月期间优化讨论班上的读书笔记，
内容围绕 Amir Beck所著《First­Order Methods in Optimization》的前八章展开。该书作为凸优
化领域的重要著作，以其严谨的理论体系和前沿的视角在学界享有盛誉。在讨论班的学习过

程中，通过课题组成员的深入交流与反复推敲，逐步补全了许多被省略的推导过程，厘清了

若干复杂论证的内在逻辑，并由冯乐晨同学整理读书笔记。

本读书笔记是课题组全体师生共同努力的结果，笔记的整理过程始于讨论班的课堂讲解。

首先，由主讲同学对书中对应章节进行详细阐述，在讲解过程中，通过现场提问和集体讨论

不断凝练和深化问题。每当出现疑惑或关键难点时，老师和同学积极互动，提出各自的见解

和疑问，进一步激发对问题的探讨。课后，冯乐晨同学根据讨论班上的讲解、提问与讨论，对

原有思路进行梳理和总结，最终整理成这份笔记，以便为我们后续的学习和研究提供参考资

料。笔记力求在保留原书整体结构与符号系统基础上，补充必要的推导细节与解释，尽管在

整理过程中力求严谨准确，但由于我们水平所限，笔记中仍会存在笔误及不严谨之处，恳请

批评指正。

除南开大学倪元华老师、李欢老师，天津大学张新珍老师外，期间参加优化讨论班的还

有南开大学人工智能学院的研究生同学：司彬彬（现于某银行工作）、岳新辉（现为某地公务

员）、刘丽萍（现为某地公务员）、徐宏远（现于北京航空航天大学攻读博士学位）、张迪（现

为某中学教师）、贾晖、王雨畑（现于香港理工大学攻读博士学位）、张震（将赴某研究所工

作）、冯乐晨（将赴香港理工大学攻读博士学位）、李浩然（将赴香港理工大学攻读博士学位）、

葛涵（将赴海外留学）、贾茹茹、刘姿含、于梅灵、李庆生、谢君、刘震、谭浩天、陈子涵、

马燕琳、原增昀、丁依宁、贾顺、徐阳阳、王文远，和天津大学数学学院的研究生同学：余泉

（现于湖南大学攻读博士学位）、朱琳（现于某银行工作）、郭洄园（现于海外攻读博士学位）、

王一静（现于某公司工作）、许君霞（现于某公司工作）、王学友（将赴某银行工作）、许梦平、
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赵千一、司文栋、徐思敏、李佳泽、丁鹤、郭艳鑫等。在此一并致谢，感谢各位的辛苦付出！

笔记主要内容

本笔记整理了《First­Order Methods in Optimization》第一章——第八章的全部内容，具体
包括：

• 凸分析基本理论：向量空间理论、次梯度理论、共轭函数理论、强凸函数性质
• 近端算子理论、谱函数性质
• 原始­对偶投影次梯度算法

如何阅读此笔记

本笔记按照《First­Order Methods in Optimization》第一章——第八章顺序整理，如无特殊
说明，记号均与书中对应章节一致。
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1.5 Affine Sets and Convex Sets

集合 SEE称为 affine的 若 对 x y ES 入EIR 有

入 x 1 - Ny ES

下面 证明 任意仿射集 S 均可分解成 S p V

其中p是 一固定的向量 V是线性子空间

证明 任取 PES 令 V S p y pl yes

下 证 V是线性子空间

① 对加法封闭 x y EV 则 xtp ytp ES

故 M 立 x p 立 y p 立 x y p ES

故 2m p x y 2p p x y p Es

故 xty EV

② 加法 的交换律 结合律 存在 0元素是显然的



③ 存在负元素 XEV 则 xtp ES

- x p 2p x p ES 故 XEV

④ 对数乘封闭 x EV 入 EIR 则 十PES

1 - 八 pt 入 x p 11 Xtp ES 入 x EV

⑤对数乘满足分配律 结合律 I x_x 显然
四

返过来 线性子空间的平移是仿射的 是显然的



 

1 io Linear Transformations

A IE 是线性算子 若对 x y E IE α βEIR

Alxxt βy 2 A x βAly

可以证明 对任意 IR 112 的线性算子 有

A x Ax 的形式

对任意 IRMX IRK的线性算子 有

A
1 㖄

的形式

i
Tr A ix

证明 令 Aij EIRMX 表示 i j 处是 1 其余是 0 的

矩阵 则 Aij了构成了 IRMX中的 一 组基



设
ACAis e 9

劏

故 A X A An Aij Amn Vec X

lei

ekya

ai amn

i ilreax二 I

an aj amn

y

Ǜǎiixj
故有上面的形式

iaig'Xij 四

1.11 The Dual Space

IE 上的 线性泛函全体构成 IE



设 e en 了是 IE上
一 组基 则定义 fili 1 n

file j fij
1 i j
o i j

则 fi fnl 是 IEA上的 一 组基

证明 若 x aieiti.it an en 则 filxl ai

设 f E IEA 且 flej bg.li 1 n 令

g b fit tbnfn

则 g x Cbi fit tbnfn aieit.it anen

bi at bnan

二 拟

由九的任意性 f g b.fi bnfn

又由 若 a cnis.t.ci fit Cnfn o

依次作用到 el en 则 a Cn 故 fi fu无关

四

故 给定 f E IE VEIE.S.t.fi x v x



V就是 f 在 f fn下的 坐标
VVnnrrrrrnnnrr nrnnn nn

n.net隹广到 Hilbert空间

定义记号 f x fix x E IE f E IE

定义 dual norm

11411 may K y x 1 11 11 13

max K y x 11
11X11 1

max X y x
11X11 1



Leme 令 IE 是装备 11.11的 内积空间 则

Ky xil 11411x
11X11 对 y E IE XEIE

证明 由 11 11 是算子范数直接可证 四

Examplel 6
- r

IQ norm QE 年

11 11 的对偶 norm是 11 11 -1

证明 11 x 11 11 䚰112二 Ily½ y 交

11 f 11 笊品 Kf
ㄨ

S4P
114½

仅斗 y

故 y
Q f
11Q f11

时 取最大值 此时



11fly 1Fft 二 11811
四

Example1.7 1E 1E X XIEm 11 11E 11 11Em

vi Vm wi wmi 二点Xvi
will

Ui 4m lkdlluillw̅i Ui El Ei

令 IN diagCwi wn T V1 Un

在 二 Ul Un 则令可 w̅ù

则 11011 二

品出 11T 去了1

SUP
11可气1
Krw i rwǔsl

二

符品 Krwt 东 1



11rwitlllglh C S不等式

1 rwiu ro.in 11

1 111心意



 

2.2 Closed Verus Continuity

Thmz 8e_f.IE to is I是extended real valued

function 且在domf
上连续 domf闭 则 f 闭

证明 想证 epi f 是闭 的

取 Xniyn In E epicf 目 xn yn x yt

由 domf的 闭性 ㄨ domf 由 f 的连续性

flxt yt 故 xt ytl Eepilfl 四

Corollaryz 9
e nf.IE 112连续 则 f 闭

Examlfi.IR to 口 I

α X 0

fix x

ocxc.ioelse



则 α 0 f 是闭的 四

Examplezlleer

flx 11 xll i xi 0了

易知 fix1二点 I Xi 其中 I 141 笨

由 Lev I α 罚
200

112 名
对 α是闭集

囚
攻 flx 1是 closed

Thmz 12
- ef IE is is 是proper闭func设 C是

紧的 且 Cndom f 则

a f在C上下方有界

b f在 C上可达到最小值



证明

a 用反证法 设 f在C上是下方无界的 则 xnlnz EC

st dim fixn is

由于C是紧集 故存在子序列 Xnklk St Xnk TEC

由 f 闭 故 f 下半连续 从而

报1 linin ffixn cl
0

由于 f是proper的 故推出矛盾 四

b 记 fopt inf fix
故 Xnl s t fiXnl fpt

二 子列 Xnkl 又 EC 有

fix liminfflxnkFfopt
Kno

放 在又处取到最小值 四

Jef 2.13 Proper funcf IE no to 是coercive的

若 diin fi 二日



l

ㄒ 4上 令 f IE
一 noI 是proper closed coercive fun

SEE是非空闭集 且 Sndom f 则 f在S上可达最小值

证明 令 X Sndom f 由 f 的强制性

M 70 St

f x fix 对 x s t 11X117M成立

由于 x 满足 f1划 fix 故 优化问题

min

XESMBHTOMIf

由于紧集上的下半连续func能取
到最小 四

2.3 Convex Function

Defz 15
- ee_extendedf IE

o o I是凸的 若

epicf 是凸的



注 与 f 入 x 1 Ny 入fix It 1 N fly 的定义

In
等价 xy连线在epi f 里

iii

T.nl 保凸运算

a A IE 儿是线性变换 b E N

f N o 叿是凸的 则 g X f A x1 b 是凸 的

b fi fm IE 一 口 叿凸 α αmEIR 则是 αif i凸

C fi.IE l oioI.IE I 凸 则 flXFNiyf.lt 凸

证明 用定义都显然 四



令 dclxlgmeincllx

yllExamplezn
e_il.IF.IT

令 CEE 非空

Yc X 11X112 dE x

由 dax gnincllx.gl12
11x112

guy Iz
y ㄨ 11yIF

故 fclxl myc
Ily 欢 之1141121

由 Thm216 c 知 4是凸的 四

Thm f.IE XN to DI是 convex 的 且

对 x E IE y Ell s.t.flx.gl as

则 g x min fix y 凸
y EN

证明 令 x x2E IE 入 E Io 口 要证

gl入x
1 NX2 入g X 1 入1g X21



入二 0或 1 时自然成立 故没入 0， 1

Castner 设 glxs.glh s io 取 Σso y yz Elt

fix y glx.lt E

flxz 421 glx.lt
Eg

入 yt 1 Nxz f 入ㄨ 1 1 NX2 入y 1 Ny2

入 fl Xi yi 1 Nfl Xziyz

入 g X E 1 N glxzltE

二八glxiltll

NglxiltECe.glx 或g IN是
一 口 WLOG 设glx 1 to

下证 g
入X 1 NX2 一 口

取 MEIR y EN s.t.fi Xi y 1 M

又 yz EN s.t.flxz.yz.la
is 故

fl入 t NXz 入y it 1 Nyz
入 flx y 1 NflXz yz

入 Mt 1 NflXziyz



g 入x t11
八 X2 入M 1 Nfl X2， 421 四

2.3.2 Infimal Convolution

令 hi hi.IE is I

hi口hzllxlEniEEhilulthzcx.us

称为hi he的 infimal convolution

Thmz.lqn hi.IE to is I是properconvex的 hi.IE IR

是凸的 则 h 口hz是凸 的

证明 fix y 三hiy the x y
关于 y凸

目对 x E IE 取 yEdom
hi 有 fix y as 故

利用 Thmz 立即可
证 四

金炎 简 nx yn.ge c min Say it nxynl



8th X

改 do是凸的
四

2.3.3 Continuity of Convex Functions

Thmz 令 f.IE 一 I 是 convex 的 令

X int dom f 则 Ezo 170 s.t.BIXo.CI EC

I flxl flx.nl Lll x_x 11

对 xEBIXo.SI 成立

证明 INesterov Thm3.1.11I

Thm2.22
r f.IR no is I proper 闭凸 则 f在domf

上连续

证明 I Nesterov Lemma3.1.4I



 

2.4 Support function

令 CE IE非空 则 C 的 support funcGci.IE o 0

6clyl xmady.xy

emmaz23n_C.EE 是非空集 则 Oc闭凸

证明 由Thm2.71C 和Thm2.16 c 成立 四

几何意义

i
才

epi is

九 1
6cm in o i

y x i t X2 c 过 风 0

c 我
法向量 y D



Lemmazaee

a 对 非空集 CE IE y EE α 0 有

Go 2y αGc y

b 对 非空 CE IE yi yz.EE 有

Gclyityz 6cLyi 6cyzl

C 对 非空 CEE y ElEt α 0

Gnc y α6 ly

d 非空 A BE IE y ElEt

GA B Y 6A y 6Bly

证明

a Gclxy max lay xi 2rxnady x αany
X EC

b Gclyityz rxxyityz ix

inǎxdynxtne
人生少

Gclyi 6cLyz



C Gacly xmǎxdy x nxnyty αxiy αGcly

d
6A B Y xmǎ

人生少
ㄔㄨ笁ㄍㄨㄛ官

付 xitxi

二xnǎìtyxitiyǎtyixi G y
GB y

四

Exam c

EbiinsbmlGc.lymax 人bi y bziy 人bmyy
四

Examplezter_Gklyl f.ly
证明

若 y EK 则 y x o x EK 而 y
步 0 故

6k 41 iyyty xi
0

若 y K 则 XEK.s.t.ly 邓 0 则对 入 70 有

6k y 幾y
人 y x 付 入父

取入 no 有 Gkly1 0 四



Exam GRnlyFSRn tt

Lemmaz28
sn

Farkas Lemma

令 CER AEIRMX 则下面等价

A Ax 0 cix o

B y EIR_ s t ATy C

证明

B A CTX yTAX o

A B 只需证明逆否命题

若 ATy c y 0无解 则 Ax 0 āxzo有解

令 K x EIR x ATy y of 则

K是闭凸锥

证明 先证闭性 dg 若 x EK 则 AT的 一 组

线性无关的列向量 āisǎz ai Ǎ st x Ǎy
且 g 0



事实上 由 x Áy二 点 aoyi 若ailǚ
线性相关 则

不全为0的 Cilin S t 点 ciai 0 取 870 有

8点 Cia it Elnaiyi xh 不失一般地总可以

设 i st C 0

出 f city i ai 二 0

则 8从 逐渐增大 总
世 s t Sc tt yo 0

九 二蝨 nsigiiai
重复 此操作 dn 得证

故 K Y Ki Ki x Ǎy x y 0 不是AT的
线性无关列向量排成的矩阵

Ki 的 闭性是显然的 由 A 存在 故 K 闭

K 的 凸性易证

故 由凸集分离定理 PER α EIR

Xp xx α xekkcxlzxwwio



断 α 0 显然 α 0 若 TEK St

人 Piì70 则由 入 EIR 入父 k 推出矛盾

故 Lp ATyY Ap yy o 对 y EIR华

故 An 四

Exampl s x EIR Ax ol

则 6s141 8s y 又由 y ES y x o x满足

Ax 0

由Farkass'temma so AT入 入EIR

故 6s y SEAT 入ElRin了 y 四

Examll C x ER Bx b

令 x 是 13x b的任
一特解 故

Gclyl mzaxky.zitlyixi.BZ
0

y x.lt Gcly



C x EIR Bx o X EIR Ax 0 A B

故 E BII B N R

断言 E Range BT 显然的

故 Gcly1 y ㄨ 8RangeBT 四

主 6c.ly 与 X 的选取无关

若 y Range B Z S.t.y BE
故人 y XY BE xY
二仔 bì

若 y Range
B 则右边三十 口

Examplez3ln
GB.inIo I I'y

Max Xyxy llyllx
11ㄨ 11 1



 

Examl C lxnx IT x 经 o

则 Gay nxny yixityzxz x 经 o

显然 6 c 0 0

当 㸩 0时 Claime_ 6 ly in
等121 42½ x 经 of

若in器 yixityzxz x 经 0了最大值在内点 则

Dxlyixityzxz 生 0 与 y 0矛盾

故 Gcly m皆 1
一生经 yzxz

1
淼 𤘘

0 y y2 0

is else

由 lemmaz 23
_n

cl 是闭凸 fun c 但在
0 01处



不连续 对 270 令 y lt 药 牡 t t t 0

则 ly lt yz t1 o o t 0 但

Gc y t yz t 三 α

四

Thmz 令 El E是非空闭凸集 令 y C 则

PEE州 0J α EIR S t Xp y α 且

人 p x α XEC

证明 令马 二 Tc y 知

可九二
2

人 x y y y 0 XEC

令 p y 马 α y y 马 pTy
① ˊ帝是

则 对 xec 有人P 邓 α 目

PTy 2 11 y 马112 so 从而XP y
α

四



lemmaz 33
ee

令 A BEE 是非空闭凸集 则

A B 6A 6B

证明

A B 6A 6B是显然的

用反证法 WLOG y EA 但 y B 故

PE IEAI 0了 α 70 S t

Xp xi α p yi x E B

故 GB p 2 p y 6A p
与 6A 613矛盾

Lemma N EE 非空 则

a 6A 6d A

b 6A 6ConvA



证明

a 由 A Ed A 则 GA ly Ga y y E IE

下证 GdcAlly 6A ly 对 y E IEA成立

对 y ElEt xkl Ed A

s.t.ly

xky GacA y K 口

又由闭包的定义 ZKJEA.s.tl Zk xkll 卡 k

故 Zkxk o k 山

由 EKE A 故

GA ly 人 y zky y x kitty ZExy

令 k is 知 6A y GdcA.ly

b 由 AE Conv A 有 6A y Gconv A y y

对 y E IEA 则 xK E Conv A S.t



ly xky Gconv A y k 口

对 k Zi EniEA 入KEΔnk s.t.x K Ǚnkzǒ

故
ly 划 y Ǐiiziy 二点 ily ziy

出公心6A y 6A 4

取 K o 知 Gconv A y 6A y 四

Examplez 36e_ltn convfeiine.nl

则 Gan y max ten yi ten y

max yi ynj
四



Chapter3 Subgradient

3.1

Det 设 f.IE o o I是 proper function

令入 domf g IE 是subgradient off 于 x 若

fly f x 人g y x y EE

注 只需考查

fly fix 人 g y xY yedomf

Def三 f在 x 处的 次微分 2f x 是

2fix gEIEX.fiy1 flxlttg y_xy

yEEJExample33
ee fix llxll 则



2f10 BH.ly
I0， 1I g EIE 11911 1

证明 g Etfio Ily11 g yì y EE

下证 11411 g y
二 11g11 1

g yY 11911 11411 11411

11911 gngyg.gl
max 11y11 1
11y11 1

四



 

给定 SEE x ES 则 正则锥

Ns x yEIEX ly Z x 0 对 ZES

显然Nslx是锥 且是闭 凸集 同时若七 S 定义Nslx

Examl 设 SEE 则 对 x ES

y E 28s x 8s Z 8s x y Z xì ZES

人 y 区 - xi 0 ZES

故 28s x Nslxl x ES

x 5时 同样 28s IX 二NsIX

Exampletete 考虑S BIO II x EIE 11X11 1

故 28s x F Ns x yEIEt ly Z xKofZES



若 x S 即 11x11 1 则 Nslxl

若 x ES 则 y E Ns IX

ly Z xì 0 对 11Z11 1成立

即 max y zy y x 11411 y xy
11Z11 1

故

SBIo口 X NBI 口
x 1

的少了 11 11

11X1171

Exam minfflxi.glxl 0 x EX

其中 中 XEIE.f.IE IR g IE
1Rm

则 dualfuno.gl l minIIcx N
flxitiTg1xyxEX

q 的有效域 dom q 入 ElRi 91N 0了

ˇ

䇛
是凸 func



原问题不好解 故 转而解 dual problem

xmǎxzm q i
入Edom1 - q

由 dom q 是凸
集 由 入1 入2 domtg

- 9 α入1 1 -21入2 α q 八 1 - 21 q 入2

且由Lagrange对偶理论 9是 凹 fun c 故 dual

问题是凸问题

令 入 Edom1 - q 且设 x Argmin fix it iōgixi
X EX

对 入 Edomtq

9 N imǎlflxitigixij
fix Tglx
fix iōglx i XTgix



qli gixTC入
一 入

故 91N qlioltl glx.ITc
入 一入 入 domtq

glx 2 q 入

四

Example3.8 f Rflxl 入
max X

设 XE 令 v是关于最大特征值的 eigenvector

且 11V11 1 则 下 证 00T 2fix

Y 不 则 ūYu PTP
证明 YES p u 且11P11 1

入
max CY E ma

u T Yu 11u112 1

ŪYV

ūxv v
T Y X V

入
max CX 11V1㠯 Tr CUT Y X v



入max CX CUT Yxy
四

3.2 Properties of the Subdifferential Set

Thm3.9eif.IE to 的 I是 proper func

则 对 x E IE 对 x 是闭 凸集

证明 XEIE

对1ㄨ 1 晶Hy

Hy g El Et fly fixltlg yxìj
是关于 g 的半平面 闭 凸集 故 子fix 闭凸

囚

Def3bee_Properfuncf.IE to 叿是

subdifferential于 x Edomf 若aflxl



temma3 lle_lf.IE to 叿是 proper func

设 dom f 是凸的 设对 x Edomf 对 x 非空

则 f 是 convex 的

证明 设 x y Edomf αEI0111
令Zα αx 11 αy

故 Zα domf 从而 g 2ftZx St

fly flzdttg.y zxY flZ.lt 1 2kg y_少

fix flzalttgix ZN flZ.lt xg y x

f 1 21x αy f12α 1 1fix itαfly
四

反过来不成立 如下 例

Example312re.fm
0

no else



则 fix 是 convex 的 但在 0处不次可微

用反证法 设 g 2810

fly flo t g l y_o y 0

g gy yo o

取 y 1知 g 1

取 牡来知 G 寺 igr 在矛盾

四



 

Thr 令中 CEE 是凸集 y int C

则 0 PEE s t Xp xi 人P y x EC

证明 取序列 xkl s t tk C

且 Xk y EE 令

CD

呵

灭二 TCXK 有 k

gae 石 aix aixk xec

其中
ak iikiyinn

noLOG

设 9 a 取 āx āy XEC 1因

注 严格说要证 2 Cacmmn
此命题仅对 C是 convex

时成立 Nesterov书中Thm3 lk
__

处讨论过



Thmsteeee 令 f.IE _o o I 是proper convex 的

设 父 int dom f 则 of 文是非空有界
的

证明 在 IEXIR空间定义内积

fly βi yz β2入三 Xyi yi β1β2

由 文 f 文 在epi f 的边界上 故由 Tin

p 21EIEXXIR st

Lp 戏 2f 文 人 p x i at x.tl epic f

由 CX.fi 1 epi f 故代入上式知

人 pixy_αfi文1 人 pixi 2Cfl文 1 α 0

由文 int domf 由Thmzzlee Ezo 0

S.t By做 EI Edomf 目



If x fit 1 Lll X 711 XEBN.li I文 EI

由 Cx fix E epicf1对 XEBnnIX.SI成立

故 人 p x 刘 α flxl.fi 刘 2L11x 711

取 PTEIEis.t.LP.ptY 11Ply llpt11
1 由

文 Ept E By IX.SI
故将 二 文 ipt代入

Ell Pll Elp pti 2 Ellptll αLE

故 270 否则 P 0， 2 0 与Thm3BE 矛盾

将七二 fix 代入 式

fix f1文 人g x 对 对 xedomf

其中 g 二号 故 g 281文 下证 对 1不有界

取 gtEIE.s.tl g1lx Lg gti 11g
11 1 将



x 文 Egtedomf代入上式

E11911 Ekg gt g x 戏 fixi.fm

11X 711 LE

故 11911 L 有界性得证 四

注 Thn 证明 了

int domf EdomCaf

Corollgf.IE IR是 convex 的 则 f 在

IE 上次可 微

Thm3 lbe_f.IE C o.io I是 proper convex的 设

XE int domf 是非空紧
集 则 Y Uxex对 IX 非

空

且有界



证明 Y显然非空 下证 丫有界 用反证法

设 Xklk EX 9k aflxkl
S t

119kllx lock 对 k 令 gtEIE s t

t 9k 9Th 119k
11 且 11gill 1 由 紧 Cintldomf

闭 且 X n int domf 二 中 故 Ezo s t

11 x y 11 E 对 x EX y int domf
ùindomfk

上式实际显然若不存在这样的 E 则 Xkl ykl

s t tlXk ykll 0 WLOG 没 Xk 又 则 yk 又

且由闭性 又 EX 又Elint domf 矛盾

9 k Aflxkl

flxktigidm
flxkmitgk gitillgi ly

int Cdomf



下证左边有界 否则

XklkeTIgtlkETistfcxktigil.fi
Xkl o K i u

WLOG 设 Xk 下 gi g 由7hm 21
一一

凸 fun c

在内点连续 知

fcxktigil.fi Xkl f1又 Íg fix

故矛盾 从而 11gkllx有界
与假设矛盾 四

注 设 A EIR f A IRM

CRockfeller 称为clam P351

称 flocallyLipschizlincEAmnnnnmnnn

78c70 at do XEA

11X C11 8 llflxl fialKLcllx.cl I

称 f locallyLipschiz around CEA
若



8070 Le 0 xiyEBCC.sc 有

11fix1 fly ill Lcllx y11

二者不等价 121 1 但 1 12

fix1 1
5in右 x 0

0 X 0

fix1 zxsin在一文 cos在 x 0

fho him
ʰ中 二 him hsin不二 0

则 flxl 在 0 处 dam但 不 locally Lipschiz around o

亚 f.IE 一 no I convex X int domf

则 E70 L70 BIX EI EC St

I fix1 fly 1 11X 411 x.yEBIXo.SI

证明 f在 X 处是locally bounded
Nesterov3.1.11



故 E70 MER s.t.fi XI M 对 Bzqlx

取 Xi X2 Bqlx 令 二 十兵 ㄨ2 x

α 11Xz X.tl 则 X3 Nzqlx 由

x2 二 点Σ X As

则 f X2 fqflxlt s.fi 1

flxl fixikq cflx31 flx.nl

是 I fix 1 fix川 型 11xz x.li

由 x ㄨ2的对称性

I flxzl flx.lt 登 11x_x ill 故

f 在Bqlxo tipschiz 四



around意义

注 设 f X IR 的 locallytipschizfunc.CIX紧
winners

则 f在 C上是 tipschiz的

证明 用反证法 没

XniynEC.s.tlii.it

由十仕C 上有界 故 11Xn y.nl1 0 不妨没 Xn 文

而 f 在丈处局部Lipschiz连续 故矛盾

累集上的局部Lipschizfunc是 tipschiz
的

有了上面的讨论1mnmmn.hn
是显然的

四



 

r i s f x Eaff S BIX EIMaffCS IE S 0

相对内部就是相对 拓扑
意义下的开集

Thn 设 CEE 是非空凸集 则 ricci

证明 WLOG 设 OEC 则设 dilik是

线性子空间 afscc span c 的 一 组基 diEC
mn

设 A 1Rd Aff C ACN 二 点 iidi

则 知 A是线性同 胚 取 R 入 ElRi 心 1

则 ARE C Eaffcc 由 是开集 故 由A

CIRd下的

是开映射 线性同 胚 知 t 连续 故 An 是关于

affcc 的开集 又由 ARE C 故 r 是 C 的 相对

内部 四



Thm 18 设 f.IE to 叿是 proper closed

fun c 且令 父 Eric dom f 则 对 171

证明 令 I flAfscd.ms
对子用 7hm 4

一一

四

注 ri Cdomf Edom Caf

Corollary3.19 设 f.IE to 吐是 proper

Convex fun c 则 x domf s.t a fly

Thm三 设 f.IE Go noI 是 proper convex func

设 dimCdomf dim E 设 x Edomf 则 2fix 无界

áiāomnfiéǒ维度



I

证明 设 n是 对 x 任意向量 NE afsldomf - 1 1

是子空间 则 dim dimCIE 则 VEllt

s tn 对 β EIR yedomf
有

fly fix h y x fix n βV 生
一少

故 n βVE a fix 从而 对 x 无界 四

3.3 方向导数

多 3.3.1 Definition and Basic Properties

fix d 三态mòflxtj



Thm 3.2tl 凸 fun of 对任意定义域中的 内点关于

任意方向导数存在

证明 令 x E int dom f 考虑

中 2 文 f x αp f ㄨ1 α 0

取 E足够小 st xt Ep Edomf 令β 0 1 α E O EI

f 又 2βp f C1- β ㄨ β ㄨ 2 p

1 -β f ㄨ β fix tap

故 中 2β 2β If
2 2βP fㄨ

文 I fix αp f 2

故 2 0 时 2 取 V 70足够小 s t x rpedomf

则 ㄨ 2p ㄨ Y x ㄨ rp 故由 13.1.5

f x 2p f x Y f x f x rp

2 f f x f x rp 270

















 

3.3.3 Differentiability

Def三 设 f IE o I x E int domf

f是可微 的 若 g ElEt S t

想 fixthiihfid no

这样①唯一的 g称为 f 的 gradient 记作对 x

唯一性是显然的

Thm三 设 f IE
一 时是proper 且在

x E int domf 处可微 则 对 d E IE 有

f x d 仅 flxl dy

证明 d 0时显然成立 d 0 时



o 想
拟

不热
他拟

- -

二十
点mf

拟 α山 - f ㄨ
_

人

对出少I211dll

故
fix d fimotflxtf

tninan 然 1

仅 fix dyj

二 人对 ix di 四

Exam flxi in_igim fi
X 其中

fi proper 设 fi i 1 m在 xeǚdomfi处可微

则由 Thm 3.24- e
T mn



fhx d imǎyfi X d ǒǎy仅fi x di

其中 I x1 i fix1 fix1了 四

Example3 31e_C.EE 非空闭凸集 令

ylx 三 de x 之11x Pdx IF

Clg Dydx x Pclx x E E

证明 固定 x E IE 令

gx d Yclxtd Yclx d Zxì

其中 Zx 二 X Pdx 只需证 19 old 1

由 11xtd Pixtd 11 11xtd Pc州 故一



gx d 11xtd Pclxtd 11 一 11x Pclx 112 XdZxì

之 llxtd P.ly 112_之11x Pdx 112 d Zxì

二 之 lld112

同理 gxl d Ílld112

由 Yclx 凸 故 gx凸 从而由Jensen不等式

0 gxlo gxldti 之 gxld d

gx d gxl d 一之 lld112

故 1 gy d 1 之 11d112 即证
四

Remark3.32e_Cwl.at is gradient



梯度与内积 的选取相关 1

mmmmmn

iIE IR 标准的内积

amfitEnlnfixE儽剡

设 IE 1R Xx yY xTH y HE

注意到方向导数的定义并不依赖 内积 故

fix d Dflxid 二点 flxldi 13.301

17fix i
Dflxiei D fix TH Hei

他 fix He i
f x H e i 13.22

DglxTH ei 13.30



此时 DfIXFHDflxlmmmrm

Thm f IE to 叿是 proper convex

x E int domf 若 f在 x处可微 则 对 x1 仅fix了

反之 若 f在 x 处有唯一次梯度 则在 处可微

证明 设 xeintldomf 且 f在 x 处可微

f x d 仅 fix d de IE

设 g 28 X 下证 g 对 x 由 max formula

人对 x d fix d 人g dy 故

lg 对 x d o



11 g Dfixillfǐǎylg 对 x d 0

g 对1ㄨ 从而 对 x1 对 ㄨ1

设 f 在 xeintldomf 处有唯一次梯度 g

令 h u 三 fixtul fixl lg us 只
需证

志品 二

显然 oeintldomh 且 0是 h在 0处唯一次梯度

故 de IE h 0 d Ghi d 0

0 h o d 十点moth
αd h 0

α 想
ʰ型

令 Ui Ok了是 IE 上
一 组正交基 由 0 Eintldomh



EE 0， 1 S.t.EU i Evi Edomh 对 i 1 k

由 domh 凸 故 D conv Evil i Edomh

令 11 11 NTI 故 By.HI or IED r 長

令 WE Bnn Io r I 则 w 二 点 lw viyui

11W112 二 点人 w vip

由 1110112 v2 故 Kw vii r 故

w 二点人 w viyvi

二 点 koil Isgnkw vi Evi I

1一点
140

0

ED 由于 o Evi ED 出Kei 些 1



故 Bnn Io VIED

记 士Evil 为 Zi 22k 取 0 UEBn.liIO r I

故 ryn E By IO r IED 故 入 Δ2k st

r Yun 二 出入 i Zi

故

器
h 中

二
以 中
出入 h nun i

llull

𢇃9品 器 1

又由 dim 算 nlimnhci算



二寸㕣
以文 二 0

四

Example3.34
r

nfcxFllxllz.at
ixi 1

前 x

B11 0 II ㄨ 0



 

3.4 Computing Subgradient

3.4.1 Multiplication by a Positive Scalar

Thm三 设 f.IE Go 叿是 proper αso 则

x Edomf 有 7 28 x 278 x

证明 利用定义显然 四

3.4.2 Summation

Thm三 设 fi.fi.IE o o I是 proper convex

x Edom find omfz 则

a Of x afz x E2Cfitfz x

b 若 xeintcdomf.in int Cdomf 则

对 tfz x af x tafz X



证明

a 设 g af x 2f x 则 g 对 X gzE2f.ly

s.t g g gz 由 gi.gr 定义 对

yedomfindomfzf.ly
f x g y

xyf.ly

fz x gz y_xì

ficyltfzlyl filxltfuxltlgitgz.gexy

故 g 2 fit fr X

b 设 d E IE f 三 fit f 由 x E int dom f

Gfy d max kg d geafixi

f x d

fícx d ficx d

max kg di g Eafcx 了

max tgz di gzeafzlxl



max t g gz dy giEafcxi.gr Eafzlx

Grfcxstafz x d

由 Thm3.2 aflxliafilxl.fr x 非空紧凸集

故 对 x1 2f2 x 是非空紧凸集 由lemmaz 34

naflxlaf.lt afzlXl 四

Thm 设 fi fm IE o 叿是 proper

convex func 设 ǚri Cdomf 则 对

xEEmnnalI.li

x 二点对 ix

证明 设 x x xin xi afilx 则 Z

f Z f Z fml



f ㄨ txt z ㄨ fmlxitlx.it ㄨ

fix Z x 妙

故 xt Eafix 设 tniricdomf.lt

Lee 设 fi fm是 proper convex 于 112

只 ricdomfi 则

Cf fm x inf fix fnicxn

x xn xy
其中对 x inf可达

proper convex f x

x a fix fix1 8 x x xy

故 x a fix



Xx 女 f x fml X

tinf fix力 fnixnyxi xn 炒

其中 Inf是可达的 故 x a fix 均可分解成

xi xni x s.t

Xx xtì x x f x fml x

ftcxt fnicxn

但 仇 ix f ㄨ 1 fix 等号成立 xi Eaf ㄨ

故 a fix1 2f x1 afmlx 四

Example3.41 f IR IR fix 11x11 二点1划

则 f 二点 fi.fi 三

lxilafcxi
fisgncxileil.xitoI

ei.li I xi 0



由Corollary3.39

at x1 二点afi x 蟁sgnlxilei蕋
I ei.eu I

I x i xi of I x fi xiol

故
对 x Z EIR Zi sghlxi i I x 1Zjl 1

IE I x

注 Sgn x 对 x 四

3.4.3 Affine Transformation

Thm f.IE too o I proper convex

A 111 IE linear 令 h x f A x b h proper

即 domh x EN Alxitbedomfl



a x Edomh AT of Acxitb E2h x

b 若 x E int domh Acxitb int domf

ahlx1 AT of Acx b

证明

ca x Edom h gEAT ofCA x b
则 d 在

s.t g AT d 其中 deaf A x b

对 yedomh有 Aiyitb domf 故

f A y b fctlxitb d A y x i

hey hlxitl.AT d y x yedomh

故 g AT d
2h x 从而 a 得证 四

b 由 x e int Cdomh 故 h x d Guy d d

又由 h x d fmthlxtxd
hlx

α



志ingfctlxltbtycdlnfaytbgi

f A x b A d

故
Ghy d f Alxltb A d

mgx kg Aldi g
E 对 A Xltb

may
KAT g di g 对 Alxitb

my kg
dy g EAT af A x b

㽏贔吉𨫥䇛

故 由 lemmaz 34e_s.hu x ATCafeAixHb
四



Example3.44re_fcxi llAxtbll.iq
CAxtb

故 对 xi AT agCA xtb

壵psgncaixtbi
ATei 露 I ATei.ATei

I sgncaixtbi ai 蛋yIaiia.IEI IX

Example3.45 fix1 11Axtbllz

则 a fix ATagCAx b

蔽业 Axtb

ATBu IO II Ax b 0



注 对 x 满足 Ax b 0 则

aflxl ATBu½ Io 1
ATy 114112 1

则 此时 0 aflx

3.4.4 Composition

Thm进 设 f 在 Ia b I连续 且 fi a 存在

设 g是
定义在开区间 I 且 I 三Range f 设 g在 fla

处可微 则 h t g fit a t b 是干七二 a外右

可微 且 h a 二 g flan ft ca

证明 his a 二 ttǐǎ
9 型1

tüǎ牲毕品然
批

点-

g fia fica 四



Tnm3.47IT 设 f.IE IR convex g IR IR

是非降凸 func 设 x EE 旦 g在 fix 可微

设 h g of 则 ah x g fix112f x

证明 d E IE 定义 一 维 fun c

fxdlt flxttd t EIR

hxd t h xttd t EIR

则 hx d t gCf dlt t EIR

由 f 凸 g是非减凸
故 h fog是 convex 由Thurs 21

对任意方向 f h的方向导数存在 由定义

我d
0 f x d

Chx d t lol
h x d

由 hx.d gofx.d.fy.cl在 0处右可微 g在 f d 0



fix 处可微 故由Thm进

hxd 0 g flxnlfx.ci 0

故 h x d g fix1 fix d

由 x E int domf int domh IE

h x d Guy d fix d Gfix d

故 Ghx d h x d

g fix1 fix d

g fix1 Gfy d

lemme224
6gnfixnaflx d

由2h x 对 ix 非空闭凸 故

zhcxl g f X1 aflxl 四

Example hcxi llxlli

令 fix 11xll get1 It Ii max It ol



故 f g是 convex 的 g是非减的 目 g在収上

可微 g t 2It It

7h x1 g fix1 281ㄨ 1 2 11ㄨ 11 I 对 ㄨ 1

211x11 对 x

211 111 Z EIR Zi sgnlxil.IE I X

IZjl 1

jEIolxiJExam

ix.EE 非空闭凸集

dclxi mginlllx yll.ge c

则 addxl 1
品 1 x c

Nc X n BIO II XEC

证明 由 Example3.31e_4 clxthdcix 可微

74cLX1 x Pclx XEIE



由 4 godo
其中 g t It Ii

74 X g dclx adc x dclx adclx

设 x C 则 dclxl o 故

adc x
X Pc x

do x
x c

此时 dclx 可微

设 x EC 下证 Dddxl N c X ㄇBIO II

若 dead c x 则 dclyl 人d y x y E IE

故 对 yec 人d y x o dENdxlm.mn

取 y x d 有

11d112 d xtd xl dclxtd llxtd X11 11d11

11d11 1 故 add ME NclX n BIO II



反之 d Nclx In BIO 1I 则 对

yEIEld.y

xi tdimyijnanyitld.P.ly
xì

由 PclyIEC.de Nclx D

Old

y xy ld Poly xy
lldlllly P.ly 11

lly Pclyill d.ly

故 dead c X 四

3.4.5 Maximization

Thm 设 f fm IE to 叿是 proper convex

设 fix max fix fm ix xeǚintldomfi



则 对 x convfypfilxij.IN fell mlfil x Ff 刚

证明 f 凸 由Thm2.16 c 且由 Corollas

de IE fix d imǎyfi x d

为了记号的简单 设 I X 1， 2 k 对

KE 112 mj 故由

Thmfix.cl
凸gykfilx

d

max max 人 gi dy
i 1 kgi Eafilx

由 maxfa.in akl
jmyixiaifixsdF.my

杰1imaxkgi.dyig.ieafilxy
max K出入i go dy gi afilx 入 4kg



max kg dy geconv 的 fix D

G d

其中 A conv ǚafi x 由 x E int domf

f x d Gfy d

故 6A d Gfx d 对 d E IE

由 afi X 非空闭 凸 故 出对 X 非空紧

从而 conv Cǚafi X 非空紧凸 故

of IX A 四

Examlfixt maxlx.in xnj

则 fix1 max f x fncxj.fi x xi

故 对 x Teil 记 I x fi fix1 xil



故 对 x conv 𦾡 对 刚
二 convey eil

1蟁入 iei 蟁ii
1 学 0 je Ily

特别 地 对 2 e Δ n

Example3.52
net

fix llxllo

当 x 0 时 由Example 3.3
e

7 flol Bnn IO II x EIR 11 x 11 1了

当 x 0 时 fix1 maxfficx fncxij fi lx Flxil

记 I x i lxil 11 xllo 了

由 x 0 知 i E I X 有 Xi 0 afi x fsgnlxileil

故 对 x1 conv Gy 对 刚



convfyisgnix.ie

1蟁入isgnixilei蟁ii
1 少 0 je Ilxiy

四

Exami
fixnn.fymlaixtbila.it

IR bi EIR 则 f x in9X.mlfilxli.fm lx
了

其中 fi x aixtbi afilx1 fail

故
对 1ㄨ 1 1蕊 Xia 蟁

入i 1 入j 0 求 Iixj

其中 I x i fix aixtbil 1四

Examplflxi
llAxtbllu.AERMM bElRm 则 fix g Axtb



其中 guy 11yllo 故 由Example3.52
e

7 gly1 f
Bn.n.IO 1I y o

蟁
入isgnlyilei蟁ii 1 小

0 je Ily

y

其中 Ily fi 1， 2 my lyil llylloj

由2fix1 ATsgcAxtb

a fix 1ATBMI.IO
1I Axtb o

1蟁入isgnlaixtbilai蟁
入i 1 小 0 je Ix

Axtb

其中 ai an是 A 的 行 Ix I Axtb

Thm三 设 I 是任意 proper convex
funcfi.IE

o 叿 设 fix imǎfi IX

则 x Edomf 有



convfypfi X E 对 x 其中 I x iEI.fi x f x

证明 设 x Edomf 则 ZEdomf.IE I x gEaf.ly

f Z fi Z filxitlg Z x

fix it lg z xy

故 g 对 x 故 对 i X Eaflx 由子fix1的凸性

和 convfy.fi刚 E 对以 四

Example3.56 设 Ao Ai Am

A x A 出 xi Ai x ElRm

fix 入
max

A xD 由对 x E IRM

fix max y
HEIR Ily 1

Ttlxiy

且由 fy X 三 yTA lxiy yTA y 出
14TH iylxi



故 fy是 proper convex fun c 设

g Arg max yTA x y
114112二1

则
Cgitigiyitryiniyitmgīeafywnnnrnmnnnnn

方法 fix 入
maxCAIN g BIX It A

B x 出 xiAi.gl X1 Imax X

故 a fix 13TCag BIX It A

由Example3.8 知车可 0g 131ㄨ 1 A 故

BTCgg
T a fix

故 13Tgg
T TrCA.gg

T TrCAmy
ㄒ

CJAig JAmg 四



 

3.5 The Value Function

fopt 二 xmǎfflx gilxl o i 1 m Ax b 0 13.56

f g gm IE
一 口 叿 XEIE非空

AEIRPX be IRP 定义

glxl
三 g x gmlxiī

川 3.56等价于

xmǎ f x glxl o Axtb o

定义 value function v 1RMXIRP _o o I

v1ㄩ t imǎfflx glx u Axtb t

记 Clu t fxeX glxku A x
b t

则 vlu.tl min flxlixECcu.tl 了



Lemme 设 f g gm IE to 叿 XEIE

非空 AEIRPX be IRP 则

olu 七 vcw.tl u w

证明 由 C u.tl EC w 七 故 结论显然 四

Lemme 设 f.gl gmilE sl u.io I convex

XEIE非空 凸 A EIR b E IRP 设 U proper 则

在 IRMXIRP上 凸

证明 设 lu 七 Wis E domo 入 EIO II

只需证 v1入u 1 NW 入七十 1 NS 入U u t 11 八

v w s

由 o proper 则 xklk yklk 1

XEC_yyiyk_EELW.SI
flxkl vluitl.flykl vlw.si

glxk u.gl ykl w



故
g 入xkt 1 Nyc

入glxk 1 Nglyk
入 ut 1 入1W

且 A 入Xkt 1 Nyk b 入CAXktb 1 入 Ayktb

入七十 1 八 s

综上 入 xktll Ny.EC 入Ut 1 NW 入七十 1 Ns

由 f 的 凸性

f XXkt 1 Nyk 入flxkl 11 Nflyk

令 k o 则

timinffl 入Xktll 入 yk 入 v u t 1 入 N W s

K 口

由 V 的定义知

入 utlt 入 W 入t t l t N s fl 入Xk 11一入1yk

入u t l t N W 入七十 It N S timinfflxkt 1 Nyk
K 口



入U u t 1 入 U Wis 四

考虑 3.56 的 dual fun c 9 1RMXIR9
is

q y E nxniǎf I x y z fix 特 x E Ax b

则 9opt
二

y品筑 Rp
9 y E y E domtqil

其中 dom1 q y t EIR华XIRP 91y
t _o

问 何时 fopt 二 9o.pt

T lstrongdualitytheorem

fopt minflx

s.t.gilxl o i 1 m

h j x o j 1 p A.D

SK x
0 k 1 iq

X E X



其中 X Pnc PE IE是 convex polyhedral set

CE IE convex f gi i 1 m IE is is I 凸

旦 XEdomf.XEdomgi.hj.sk 是 affine fun
e

设 以下约束规格成立

i 可行解 又 s.t.gl又 140

ii 文 s.t.hjlxko.sk x 0 且又 Pnril C

若 A.D有有限的 则 dual问题

9opt二 max 191入 n 11 入 n n Edom1 q了

其中 q 1121 IRIX IR IRUE
olqli.hn

niiǎ L
X 入几

ima If IX 出入i9i'ㄨ 1 hjhj IX 十点HKSKIXI

最优解是可达的 目 fopt qs.pt



证明 W LOG h x Cx d six1 Axtb

P IR

Ca IE int C f 行满秩

S 1 Pi Pz q川北
C s.t.gl x pi

hlxkPz.SI x q fix r

claim S是凸集 且 0， 0， 0 fopt as

该 claim易证

故 由 7hm 13 lui uziv w o s.t

CP Pz q r

Pīuitpiuz 9T utrw wfopt.es

放 X EC 有

uiglxituihixitoTsixitwflxkwfo.pt

易知 U o Uz o W o 下证 Wco



若不然 则 w 0 此时 对 xEC

Uiglxituihlxit is ix 0

取 九 二文 则 ˋ

贔㗊品 交䲜篁mm

ˇ
吸收到 g ix 中

则 Uīg171 0 又由 U 0 glx ko UFO

此时 对 x EC 有

uihix it is ix o

取 x 二父 则 由 SIX 0 知 Uih 文 o 但

Uz 0 h121 o 故







Thm if gr gm IE o 叿是 convex的

XEIE是非空凸集 A EIR be IRP 设 v是 value fun c

且 fopt 9opt o o 目对偶问题 的 optimal set

非空 则

a v 是 proper convex 的

b y Z 是 13.63
的最优解

- y Z 2010 0

证明 设 1y E是dual problem的
最优解

则 Llx y tl xmǎ I ix y
t 9 ly Z

9opt fopt
二 V 10 0 x EX

故 对 xeelu tl

v 10 0 - yTu It Llx y tl yTu Et

f x yTCglxl ultECAxtb tl



fix 由 y 0 glX1 u

故 vcu.tl o o o _y
T u Et u it

故 1y 2 2V10.0

从而 viu.tl fopt ytu.EE
_is

结合 lemme a 和 b 的 方向得证

下证 b 1方向 设 1y.tl 2V10， 0

v u t v10， 0 yTu It lu.tl IRMXIRP 3.65

则 设 x EX

fix v1glx Axtb

v10， 0 ytglxl.EC Axt b

故 v10， 01 L x y.tl 对 x EX

v10， 0 hxniǎ
Llx y t q y t



设 j 112 my 令 u e j t 0代入 13.65

有 yj v 10 o vlej 0

Lemma3.57

故 y 7 0 从而

9opt
二 fopt v 10 o 91y 9 opt

qly tl 9opt
四

Thm三 设 f gr gm IE o 叿是 convex

XEIE是非空凸集
AEIRPX be IRP 设 fopt和 qopt

是 13.561和 3.63最优值 且 fopt 9opt o u

对偶问题的 optimal set 非
空 设 1yt Z 是 dual问题

的 optimal solution 设文 EX满足

报 1 - fopttp llIgkiItl z PzllAxtbll 8



其中 8 0 Pi 211我112 P2 211Z州2 则

f IX fopt 8

11I9171I 112 言8

11Axt̅bllz 言 8

证明 fl文 fopt 8 自然成立

设 vlu.tl nzinxlflx glxl
u Axtb t

由 yt 凶是 dual问题最优解 则 1 yt 一凶 2V10， 0

对 cu.tl domo 有

vlu.tl v10， 0 人 y u Zt ty

将 u ǔ 三Ig171I 七 二七三 Axtb 代入

P 一 114业 llūllz P2 112 112 HE112



11ytllzllūlh 11凶1211王112十 Pill公112 P211王112

人_yt uy 1 2 至 Pillǔ112 0211王112

la v10， 0 pill all2 PzllE112

flXI fopttpillallztP.tlElk 8

故 11Ig及1I 1h 二 1公 112 fly 言 8

11Axt̅blh HE112 去世 言 8
四

3.6 Lipschiz连续 和 subgradient的界

Thm3 to
__

设 f.IE to 叿是 proper convex

funcXEintldomfl.ci
I fix1 fly 1 Lll X yll x y EX

ci is 11911 对 g Eaflx1 x EX



刘 a cii ci

b 若 X开 则 ci ii

证明

a 设 ii 成立 x y EX gx a fix gyeafiy

则 fix fly tgx x 我 11x 411

fly1 fix 人 gy y xy L11x y11

故 i 成立

b ciil i 已经 证明 下证 i ii

取 xEX.ge aflxl 下证 11911

定义 gtEIE.s.tl gtll 1且
人gt g 11gly

取 E足够小 s.t x Egt EX 则

fix t Egt fix It 人giqgty



Ellgllx g qgt flxtigt f x

LE

ugly L
四
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