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前 言

为什么撰写此笔记

优化理论作为现代应用数学的重要分支，广泛应用于数据科学、人工智能、控制工程等

众多领域，其理论体系的发展对实际问题的建模与求解具有深远影响。正因如此，南开大学

倪元华课题组于 2021 年 9 月开始组织优化理论专题讨论班，致力于从零开始较系统性地学
习优化理论。随后，南开大学李欢老师、天津大学张新珍老师课题组也加入进来，讨论班的

学习路线循序渐进、由浅入深。自 2022年 9月起，课题组师生一起学习 Yurii Nesterov所著
《Lectures on Convex Optimization》，和 Amir Beck所著《First­Order Methods in Optimization》。

本笔记整理自冯乐晨同学于 2022 年 9 月至 2023 年 7 月期间优化讨论班上的读书笔记，
内容围绕 Yurii Nesterov所著《Lectures on Convex Optimization》的前三章展开。该书作为凸
优化领域的重要著作，以其严谨的理论体系和前沿的视角在学界享有盛誉。然而，书中大量

的推导过程略去了中间步骤，尤其在一些关键定理与证明中跳步较多，这给我们的阅读和理

解带来一定困难。在讨论班的学习过程中，通过课题组成员的深入交流与反复推敲，逐步补

全了许多被省略的推导过程，厘清了若干复杂论证的内在逻辑，并由冯乐晨同学整理读书笔

记。

本读书笔记是课题组全体师生共同努力的结果，笔记的整理过程始于讨论班的课堂讲解。

首先，由主讲同学对书中对应章节进行详细阐述，在讲解过程中，通过现场提问和集体讨论

不断凝练和深化问题。每当出现疑惑或关键难点时，老师和同学积极互动，提出各自的见解

和疑问，进一步激发对问题的探讨。课后，冯乐晨同学根据讨论班上的讲解、提问与讨论，对

原有思路进行梳理和总结，最终整理成这份笔记，以便为我们后续的学习和研究提供参考资

料。笔记力求在保留原书整体结构与符号系统基础上，补充必要的推导细节与解释，尽管在

整理过程中力求严谨准确，但由于我们水平所限，笔记中仍会存在笔误及不严谨之处，恳请

批评指正。

除南开大学倪元华老师、李欢老师，天津大学张新珍老师外，期间参加优化讨论班的还

有南开大学人工智能学院的研究生同学：司彬彬（现于某银行工作）、岳新辉（现为某地公务

员）、刘丽萍（现为某地公务员）、徐宏远（现于北京航空航天大学攻读博士学位）、张迪（现

为某中学教师）、贾晖、王雨畑（现于香港理工大学攻读博士学位）、张震（将赴某研究所工

作）、冯乐晨（将赴香港理工大学攻读博士学位）、李浩然（将赴香港理工大学攻读博士学位）、

葛涵（将赴海外留学）、贾茹茹、刘姿含、于梅灵、李庆生、谢君、刘震、谭浩天、陈子涵、

马燕琳、原增昀、丁依宁、贾顺、徐阳阳、王文远，和天津大学数学学院的研究生同学：余泉
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（现于湖南大学攻读博士学位）、朱琳（现于某银行工作）、郭洄园（现于海外攻读博士学位）、

王一静（现于某公司工作）、许君霞（现于某公司工作）、王学友（将赴某银行工作）、许梦平、

赵千一、司文栋、徐思敏、李佳泽、丁鹤、郭艳鑫等。在此一并致谢，感谢各位的辛苦付出！

笔记主要内容

本笔记整理了《Lectures on Convex Optimization》第 1.1.1节—3.2.7节的全部内容，具体
包括：

• 非线性优化初步：梯度法、牛顿法、共轭梯度法的一般性理论
• 光滑凸优化理论：L­光滑凸函数的性质、一阶方法的复杂度界、Nesterov 加速梯度法、
极小­极大问题

• 非光滑凸优化理论：闭凸函数的性质、次梯度理论、非光滑优化最优性条件、极小­极大
定理、次梯度算法

如何阅读此笔记

本笔记按照《Lectures on Convex Optimization》第 1.1.1节—3.2.7节顺序整理，如无特殊
说明，记号均与书中对应章节一致。
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1.2.3 The Gradient Method

考虑 min f x f E C CIR 且下方有界

XEIR几

令 y x h a f x 则

fly f ㄨ a f ㄨ y ㄨ Ě 11Y ㄨ112

fixiihcmhifmiǐmèftxn

故 作 h h 1 - L 找 hmin Δ h 从而有尽可能

大的下降 由 h是关于h的 二次 fun c 则

1 工
则 一步gradient descent下降量有

f y f x _式117 f x 112

下面考虑另一种步长选取

令Xkti Xk hkD f ㄨk 对固定步长时 hk h K



则 同理

f Xk f Xkti hk 1 之Lhd 117flxk
112

若取 hk 22 α 0， 1 则

flxkl flxkti Eyldylllaflxk1112

显然 α 二之时 取 max 故 hk二亡 与 刚 文是统一的

改 对于 Full relaxation

f xk f Xktl 式117f x 112

最后考虑Armijo rule 由Xkti xk

hkaflxklflxklflxk.tl β 又flxk X_Xkt βhkllaflxk 112

flxkl flxk.tn hkcl_KL 117flxk
112

故 β 1 ÍKL 即 hk 亡 1 β

又由 Armijo rule

flxk flxkti α flxk Xk Xktp 2 hkllaflxk1112

ㄋㄧㄥα 1 β 117flxk
112



综上 无论 3种步长选取方式 均有

flxk flxkti 货 117f Xk IF WEI Rt

改

至忌117flxk 112 fix f xNt fix f

取 N 0 贝 li nfnxkIlm0_
k 0

令 gion品 11又 fix 11

N 1 Yogi2 hi忌117fix112 fix f

则 gnt in i L f x f 1
之

可以说 117fixk 11的收敛 但没有Xk与 f x 的收敛

例

f x f x ㄨ x 7441X1274_之 ㄨ 1272

则

ㄗ2f x 1
1 0

3心
2
1

1



则 1172fix111 max 1 3ㄨ121
2
- 1 则 f C R 1

7 f ㄨ x x叫
了
一ㄨ

T

刘 X 10 0 xt 10 1 ㄨ34 10 - 1

刘 x 不是局部极小
1 pfcxi 1 1 b

但 当 X 1 0 则 又 fix 的第二分量也是 0

则 K xk 0 又由内fcxk 11 0 故 xk xi
四

令 我 wti i L fix f
½ 8

Ntl Ttcfcx 1 - f 复杂度上界

下面考虑更特殊一类问题 从而保证梯度下降收敛到

局部一



min f x
XEIR几

假设
1 f E C㗊CIRn

2 局部极小ㄨ EIR S.t.ㄗ2f ㄨ to

3 我们知道某个bound 0 1 Leo S.t

ft In 72f ㄨ 1 L In

4 初始点 x 与ㄨ 足够近

考虑 Xk1 ㄨk hkaflxk

则
又 flxk ㄗ f ㄨk D f lㄨ

f72f ㄨ T x ㄨ ㄨk ㄨ d t

Gklxk一 劝

Gk f ㄗ2f ㄨ t x ㄨ dt

故

Xktl ㄨ x hkaflxk ㄨ In hkGk ㄨk



下证 In hkGk IR SIR 是 一个压缩映射

令 rk 11x_x 11 由 推论 1.2.2

Iify
TMrkIn ㄗ2f ㄨ T x 271养

ㄨ t TMrkIn

LI n
Jl In

故 1 ÍKM In GE Lt EKM In

放 l hk lL t i M In In hkGk l hk 1 EM In

11In hkGkll max akchk bklhk

c h 1 hitmikhn bk hklht
若 O rk4 下三恐 令 ak 门是 的

n

ak 1
一一交点必在乄轴上方

故 hk充分小

S.t.tl In hkGKIK I

工 3h
则 hk取在这

bk 个本区间
则 有 rktl 11In hkGKIINK Crk



在 to 下 的大前提下

找 min
max a k h bklhl

了

下11 Ak h bklh 1 hlfl ÍKM 1th Lt ǏKM

故 hi 2T 与Lipschiz常数M是
无关的

故 取 hi 作步长的话

tktl 11In hkGkllNk aklhk rk

L H NK Mri
Lt H L H

不妨令 q 已荘 ak 二出n Nk

则

Untkti 1
T 品 rkt C品 rk

9kt 1 q aktai akciiiāiiiin
Mrk 211 0

9K C1 ak 9
2 ak

1 9 9k1 ak q



ak 9 1 由 ak 9 Mini 1

器
k 一 矛盾

故
dkn ǎi 1 这等价于

G 1 ài9 a i

1 97 靠 1

citq
几 d 1

1 9 已f 㞱in 1

1 q 否 _D

故
ak qrototlltqjkcF.ro Ferro fq

k

又 由 9 if ak 二出nrk

11x_x 11 𢘫 1 Lisu
1.2.4 得证 四



 





























 

















































 



























































































































































































































































































































 































 

2.1 5 The gradient method

优化的问题 Iii fm f E 拎 1则

定理 2 1.14 令 f E F Rn o he 则梯度法⽣成的

序列 化以满⾜

2 fix f 11名 MR
flxp flzy xxpukhlz L.hnfix 妙

K 0

证明 令⻉ 11名 M 则

f 11xk M hDflxklll2

ti zhcnflxp.xk

XDtRHDfydll22iti.hn经 h 11对 1刈112

由 12.1.9

flxpsflxpthflxp.xktl xpt llti

MFz.flxph.IM fcxp112 Ǐ Ell DflXd IF

I fly W 11Dfl刈 112

其中 w h 1 Ìh 记 4 f y f

的



故由 f的凸性

LIKE ⼼ flxpxk XDEMfcxpllhfr.li 对作川

由 知

ME k
W 11ㄗ f M112 E 4k 管

hisk 管我 1 K

故 知 我⼗ 台 j 14⻔管 四

由
zcflxn fDIIXoMFflxpfsznxixxp tkhlz LNlflx.FM

h 亡时取极⼤值

故 tii 时

fy f s
2L f1名 f 11名 x 112

2L11X ⼀ 处 114klflx 1 M

⼜由 12.1.9

fix f s ㄍ f 凶 名 x ⼗ Ǐ11名 M F

Ì11名 x 112



改 fly_fxf
2L11 x p

2L 11名 x 112

f1名 f
K

2iii
2

灬 推论 2 1.2

定理 2.1.15 若 f E⼗点 RN 0 h E屁 则梯度法⽣

成的序列 不满⾜

11xk MRECI ilfjknx.in MR

若 h i 则

11⼈⼀ 例 E 毖⻔ n x_x n

f M f s f 是苮 2K11名 MR

证明 f 11名 㖄 则

ti 11Xk M h对 Y 112

T z h ftp.XK

XMthllDflxdll22icl
Yfjrithyiffyfl

刈112



Sci ⼀ 恐芒ME sci fi Mri

当 h 彘时 结论是显然的 四

注 f E 9𠈌 侧 时 ocuEL

INfcxsliflXI HE hn对⼼ 112

Ǐu x MIFEflxi fxsinx MN
2



2.2.1 Estimating Sequence

定义 2.2.1
a
序列 加红 和 ME ⼊⼼ 叫

做 f 们的 estimating序列 若 对 HER ⽐ 30 有

klxlECI ilpflxltxkb.CM
且⼊ o

引理 2.2.1
rc0

若对序列 化中有 flXPETiyfi.dk
则 flxp f.ci I 妙 H

证明

fix⺮帖⼆ Iii 加

⼆ Iihf Pf ⼗⼋ M

f 1 Nfl 炒 ⼗⼋ 如 因

引理 2.2.2 假设

I f E ⼗品 1则

2 中 ⼼是 112中任意凸 tune

3 灿 是 112 中任意序列



4 州的满⾜ X k E lo 1 点⽔ 0

5 ⼊ 1

则定义序列 9 1点和 作传

⼊灿
C l xpnk

llXFCI xpdklntxkIflypthfl yp
tl P ⾮义灿

2.2.4

是 estimating序列

证明 中 IXECI iblflXHX tl 刈三 ⼒ X

设 K 时成⽴ 则

中⼭ lXIECI xklbklxltdk fiㄨ

l CI xpdklflxltll xplbklx l ll NdflxD

ELI LI dpxpflxjtll XPMD

ㄑ 1 - 㤈 f lN ⼊灿⼒ X

即 141时成⽴ 四

引理 2.2.3 令中 IN⼆时 E 11X U 112 则 12.2.41有

Pk MET till X hi 其中 12.25













 































 



























 

























 





















 











 



























 

2.3.4
xmid fix

12.3.16

S t fi x 0 i 1 m

设 fi 9花 R momr

定义参数化的 max type func

f t x max folxl t fi x i 1 m t EIR x E

f t xmiaflt ㄨ 12.3.17

f t ㄨ 的每
一个分支是关于 x 的强凸func 由 Thmz

对 t EIR 12.3.7 的Solution存在唯一

引理 2.3.4 令七 是 12.3.4 的 optimal value 则

f t 0 对 t t

f t 0 对 t t

证明 令 也是 12.3.16 的 solution 若七 七 则



抄七 f t ㄨ

max f ㄨ t fi ㄨ

max t _t fix 1

另一方面 当七 七 时 用反证法 设 批 o 即

f t myin max folx t fix 了 o

则 YE S.t

f y tct fi ly o i 1 m

与ㄨ 是 12.3.16 的 solution矛盾 四

故 ft 的最小根是 12.3.16 的 optimal value

引理 2.3.5 对 Δ 0 有

f t Δ f t 0 f t

证明 f t 0 müò 照9m If x t f x

my 照9m If ㄨ t.fi x 1 f t



f t 0 xmianymlfolxl t.fi
IX 01 Δ

3mi rymlfolxl t.fi
IX 1 4 t

四

注 f t 是递减的 1 Lipschiz的

引王上 对 tietz Δ 0 有

f t 一 Δ fttpt Δ
f t f 古

2.3.18
h t

证明 令七 二ㄊ α 二台_to三 ti.ttΔ 0， 11

则 α
t i t
t z_t

t 1 2 to tatz

12.3.18 f tD 1 α f 1to 十 αf 古

令 xα 二 1 α ㄨ t αxttz 则

抄 t 照9m f Xa ti fil x 了

lmym
1 2 fol Mt t 2 fix 古 tz

1 2 fi xxto 2ficx tz

1 2 照9点 f ㄨ 1t t fi ㄨ t



2 竺ym f ㄨ 古 一古 fi x t21

1 2 ft to 28 t
四

注 引理 2.3.5， 2.3.6对任意参数化的 max type均成立

定义 linearization of parametric max typefuncfct

f t ㄡㄨ 照9m f ix 仅8文 ㄨㄡ 七 权 仅flx ̅ ㄨ一双

固定 0 定义

f t ㄡㄨ f t ㄡㄨ Ǐ11ㄨ ㄡ 112

f t ㄡ r xmiafltㄡㄨ

x
f
t ㄡ r argmiafltㄡㄨ

f t ㄡ r r 又 Xflt 又 r

由于 max type funcfft 又 的各个分支是

f 1ㄡ 仅 ㄨㄡ 七十Í11ㄨ ㄡ 112

fi 下 仅 fi 又 ㄨ ㄡ Í11ㄨ ㄡ 112 i 1 m



故 fr t 又 9品 1Rn 则 由1hm 3.2

对 t EIR ft.xf.gg 均良定义

由 fit 拈 Rn 故 由引理

fit
义 x f t ㄨ 1 左 t ㄡ ㄨ x ER

f t ㄡ 11 抄七 ft It 又 L

再由引玉三 对 又 ER ro Δ 0 tktz

f t 一 Δ ㄡ r 抄 ti x ̅ r 厽 抄片又 H f 古汉 r

应用引理 23.2e_iri L.ri.lt

f t ㄡ 111 ft It x ̅ 1一 一 去㘳 11gflt又 L 112

定义 tix 七

蕞紧發
ft 又 11



引王上 令又 ER Ect S.t KE o D 有

f 王 x ̅ 11 1 K ft I 又 L

刘 E t 又 E 七 目对 t E X ER 有

f t ㄨ L 2 1 k fYE 又 LI ˋ_t

证明 由王 t 则

O f E f 王 ㄨ L i k f E 又 11

f 王又 11 70 由 8 又 11 故

七 ㄡ t 王

又由十 t ㄡ 11 f t 故地 又 E 七

令 Δ二王一七 则由 12.3.20 有

f t x ̅ L f t f t ㄡ 11

ft E 又 Dtt 班 f 王又 11

1 K It ˋ_王
E 又 上

2 1 k fME 不 L it台已 王

四



2.3.5 The Method for
Constrained Minimization

引理

2fttk Xkn L 毕声 2的 I

tk Xkijck L
证明 令β二dtkl 8k

itkt.tk

由 tktFtCXk.jcks.tk 由引理 2.3.7 对 K 1

2 1 K fttk Xkijck
L

Ntktl tk

抄片 1 Yal juan L

I tk 七K 1

Sk β8kt



ftltk Xkick s t 8k itktl tk

βKSodtktitk

二 βkfxltosxo.jo t f 苦
由引理2 t t 抄 to X join

故 fxltkixk.suk 1一
βkfxltosxo.jo 上 燕吉品川

是kdftltosxo.jo 11 tkttk

dicdftitosct.to

Rk t to lemma2.3.5

又由
fttk Xkti L 三 f tk Xkijxck it fltki Xajua t

四



 

82.3.5 The Method for constrained Minimization

0 取 No EQ Kao 赱了 t at so

I 应⽤ 12.3.13于 ⼤灰⻔ 炙 ⼆⽘⽣成序列所列若

轩灰 Xk jill 1 - K 赵灰 Xkj L

则停⽌内层令批 j

sick argminfltkixk is L
0的的K

Ti TH k 么的炏 L
注 七 ㄊ -

-
全局停⽌条件 扦⽐㕳的 IKE

b 令 圸 圳 XK 灰

引理上
折灰 仙 L E ⽚货后的 I

fit Xk抋 1-
证明 令 F 2Ǜs SE

itytk



由圸 ttcxkjcn tk 由 lemma2.3.7 对 K 1

2 1 -⼼
轩 灰淡 吣 ⻔ ffttklixkbjckniD
lt tl_tk It_tkl

⼆ 8k 时⼼ 且

所在该批 4 该州 ⼀灰

s f 8 1圸 在
⼆ pkftt ixo in⼉暂苦

由引玑盥 科⽐ as fit

t to 所to X jo N
i

算
7 ftp niN

故 fttkixkjcksilkfkfltoix jo 1- 灰 1
-灰

拌化 ⼈抋州



E 夞 If to 名扣 以吰咳

s 呇 I fit ⽐ to

i 㷡 t _t lemma 2 -3.5

p
怎么来的

⼜由

北 灰 仙 L fltkjxkjxaajlkfltkixk dk D

四
外层

上⾯的结论给了我们估计 123.16 的 E solution的迭代上界

的⽅法
⼋

令 fltkixk is DEE 则对 必 斥灰 Xkj 1- 有

扒灰 ⼈呢 若 终 必灰 则

s f 灰 Xkj ㄨ ⼆ 折灰 Xkj IKE

由 t it 故

f 1例 t q
是原问题的 ⼼近似解

fi lXx SE t li M 2.3.23













 













 








































 

























 

Thm3 l 8
int

令 是任意集合 批 syp加州⽕⼭

设对V yea tl 以在某个
集合区上是闭凸的 则 f在合上闭凸

区 xeakypcx

注 ⼀定是凸集 对⽐ ⼼ ⻆ 则 凶 为 E 区 且

䧭
中 侧

个县中⼼ y

由 义⼭ 1 - 2 为 EQ 则

中 双 1 1 - 2 为 y Ex 中⼼ y 1 - 2 中仪 2 y

炎出中
双 1 1 -⼭名 以

f Sup a中⼼ y 1 - 2 中 以 y
y Ea

Easup中⼼ 叫 1 - 2 个县
中以川 to

ya

注 20 epi fi piòf



epi ME epi f
是显然的 下证 epi GE epiji

lflx tl Eepi f 则 fix St 且义 EQ 设ㄨ 则

fix to 与 flxkt ⽭盾 故ㄨ E区 故 仪⼼Eepiòf

所以 epij 是闭凸集 即
证 拓 合上闭凸



定理 令⼤ 后是 Q上的闭凸 fun 约束下⽔平

集是有界的 则⺕⼊化 的 ⼝ st

怎安 fix max所以 后则

怎姿
⼊忻 仪 11 - Mfd刈

证明 定义中以 ⼆

怎留队
⼤仪 1加 名刚 ⼊ E 011

由⼤声是闭凸func 由Thm3
- 1.5 知 ⼊⼤仪 化⼊了后必成

是闭凸func 设下的约束下⽔平集必⾮
空 则仑是闭凸集

⼜由下 后的约束下⽔平集是有界的 则下证于⼼ 的下⽔平

集有界 不妨设

⻬ 划于⼼ ⼊ fntu NEHKBJVps to动

⽤反证法 设 或 St 吾⽆界 那么 TE lo 1 则



丽 xlfmfjcp ll nfixDI

Efxlfmsjlf u nfME I

其中 fini fix 由引理知 是well defined

由本⼼的约束⽔平集有界 故⼟
有界 ⽭盾

故⼦的 约束下⽔平集有界 故⻄
是紧的

故 wit ⼼⼼ 怎姿⼦
⼼

由 3.1.4 中仍是well defined



由⼀中 N 怎留
⼀⼊⼤仪 - 1 -⼊后则

由 Thin ⼀中是闭凸 fue 故由 lemma3.1-4 - 中是

0 ⼝上的连续 func 故 加⼆
是㗊中⼼

是well defined

由 中共中⼼ max 中⼼
⼊E o 1

max min ⼊ fix It 1 -ME刚
⼊ 011 XEQ

Ehml3ndjfminmaxhflxltll Nf IM
x EQ ⼊ EE 1

yiǒ max f X 后刚

⼆

怎安
⼦仪 f

耍证 Thriller 只需证 中⻓
故下证 fs 吖

对 以 E o ⼝ 固定⼊ 定义

xlNEArgminkf int 化⼊了后刚
x EQ

g⼊ f 义 M El XIN

对⽇⼊ ⼊2 E o 1 有



加⼊了⼆ 怎留 ⼋⼤仪 1 - ⼊⻔后则

⼊ f 义⼼ 1 - ⼊⻔后义 ⼼

灬 D
中以 g ⼋ ⼋加

司理 中⼼ S⼒ ⼭ 9⼋ ⼋ ⼀⼊⻔

① 20 g⼼
⼀ 秈 ⼋⼀⼊2 20 ⼊ ⼼ 的⻔

故 g的是⾮增的⼲的 ⼝ 定义扗 ⽗出 拟了 以1⼝

若⼼ 1 将⼊ 1 ⼊2 ⼊ EX 代⼊ D式

中 1 E 中的 ⼗g ⼊ 1 - N

g 从⼊ 中 D ⽔⼊⼝中⽕中以 30

gm 0 极限⺕

想 fixiMD glN nl故由中的连续性 ⼼

卓调收敛定理
中仁 志中中的

同理 fix 们极限⺕ 故

⼆热 恐⾼ ⼊⼤仪 1 - N后刚 fmaxggffg fi

⼆杰尔 ⼊ f ⼜如 1 - N名仪 ⼊川 ⼆杰ymaxlfi fi

fnztg
的存在性 想扣以归



3态忙对 ⼼〇 ⼗ 1 - ⼼抖了

why2mx 扒 ⼼ 对 ⼼ 川

的 ⼊ f 仪 N 1 maxfflNM IMlDJwnirninnn

喏⼤仪 N fix IN 时 成⽴

若 fix ME fix 们 时 ⼼⼊gl ⼊⼝ ⽐的 DV

态个⼤义则 3 件 极限的保号性

若⼊ 0 将⼊ 0 ⼊2 ⼊ E o 1 代⼊⼝

中的 中以 ⼗㸪 的⼀⼊ guns

故由中的连续性

中 想 加

⼆ 态 怎安
⼊ fix 1 - N f们

志台 ⼊⼤仪 N 1 - N 如⻔

态 ⼊杆 1 - 1时仅 灬



⼆ 态吕⼤义 则 39

下⾯考虑 ⽨ 的 13时

将⼊1 M ⼼ ⼊ do 炒代⼊ D 时

中⼼ 中 N glMM N

GglN 30 lt lEIo M

将⼋⼆ 必 ⼊ ⼊ E ⼼ 1 代⼊10时

g IN So ME M 1

凹 ⺕序列所作 ㄈ 0 1 S t

dk 必 gap so k so

I len

t 想 哭出对灬
11 -顺𠮨

志台 ⼊⼼仪 州 1 - ME 仪灿

杰台 左⼼州 ⼊⼼州



志咨古⼼⼊川

司理

中 杰台中𠮿

志吕 恐是对
以1 1 -⻉⼤𠮨

志台 ⼊⼼仪 州 1 - ME 仪灿

志台所以 则
⼀ 1 - ⼼ glMI

_madabkatbtlb
at

ifǒf ⼼
⼊川 2

由 m丛焦嚃𤋮熱些 故

中 max 想9 ⼮ 们 热吕古
⼼⼊川

⼆ 杰台 max f 仪 州 左⼼⼊川

⼆杰ǒf 仪 州 f

a凹 设不存在序列 作了满⾜ 13.1.14 考虑

纵知 21个⼼ 例如 PKIM



由13.1-14不满⾜ 且 g的单调性
⺕ a bso st

fm gg a 杰出和川 b

由单调收敛定理 glakl gl k极限
存在

令 r 品 则由1em n

PE 蕊 r 加 ⼼ 中侧
了

⼆ 杰台 r fix 吣 2kglap 11 - r 版 侧坯和𠱂

蕊 find 1 - r 后仅作川

finsup fzlrxytcmxy

同理

中共⼗ imhiflxy D u in
1

1 - r fix ppl 11 - f 和旧了

⼆ 态占 frflxy it n_n fix河州



himsupflrxydtu nxlp D
K

由序列 练 crxydtu nx pk IF Ifi 帕 以 2

故可以取 皓贷 Pij ist

练 crxyyu nxpgl
收敛 红⼝

改 中义 max 志品 fcrxyptll HXP pl

志吕后 rxyptu HXlfgly

⼆ 杰 fCrxyptu nxpy DZ

四

推论 3.1.3 令 fi Eli m是 Q上的闭凸func

约束⽔平集均有界你归⼊ Edm st

mil Fix
max fi刚⼆

是留得必乐则
Kism

证明 令只 必 只品⽟
仪



则 Fix Max f ⼼ 后则

只以
⼆ Max 灰⼼ 1弘刚 K 2 m

由Thm3 l b
nen

IN E o ⼝ St

⼆仙 ninja gig纵
如 ⼊断⼼ 1 - ⼊划令则

⼆ min max Gif 仪 11 -必失⼼ 必扣 1 11 -炒⽚炒
XEQ

⼜利⽤Thm AYTTio ⼝ st FI nif IM

出仪 纤 必 fix 1 - 必古⼼

1 - 炒 必⽊⼼ 11 - 必乃⼼

⼊ if 必 ⼗ 号共1 -必 古⼼ 1 - 纱 1 -𠴕⽚必

令 张 1 -必 必 则

⽣⼼ 必失⼼ 必⽣ x 11 -必⼀⼊妙⽚⼼

依此类推
四



3 1.3 Continuityand Differentability

hm3 IM
en

令 f凸 且名 Eintldomf 则 提在各处

局部有界且局部Lipschiz的

证明 先证 f是 locally bounded的 由
义 Eintldomf

则⺕ Go St ⼈⼠ Eee intldomflnil 2 in

定义 4 CON 壮 ⼼ 让 ⼼吖迥31名 到

由domf的凸性 Edomf 故由推 盥

Max fix maxflx.t.EE EM
x ELI Kien

即 ⻜处是 locally bounded的 下证
局部Lipschit

考虑V yEB.lt 川 的 令

2 Ì lly X.la Z x ⼗⽂ 以名

故 11Z X.li Ì N_N is 2E1 ⽇



y 2Z 1 2 义

故由 f 的凸性

f ME 对区 11 2 权

fix 2 M fix 1

f1名 Mifny x.la
另⼀⽅⾯ 令 u 名 j _y 则 llu x.ly

y 21名 u

由定理3.1.1

fly1381名 2 f1名 flu

fix 2C M fix 1

fix Milly_My
综上 lflyj flMKM qny x.nu

四



ne

Xia
Z

y

好⼼ x x 9979
舆

为 ⼀

⼝盐分 xedomf 称 f 在 X 处关于⽅向 啊 可微

若下⾯极限存在

fix p 本品
⽂ flxttp fcxI

hm3ml
nu

凸 fun of 对任意定义域中的内点关于

任意⽅向导数存在

证明 令 xeintldomf 考虑

中 2 ⽂ flxtxpj fm no



取 E⾜够⼩ st xtcpedomf 令 pao ⼝ 2 ED it

flxtxppkfccl pxtplxtapD
ECI pfcxtpfcxt pl

故 中 2p j fcxtxppi fh

EE I fix tap - 8凶 ⼒ x

故 210 时 灿⼭取 的 ⾜够⼩ s t x rped ms

则 x 12p f ⼩⼼ 啊 故由 13.1.5

f x 12p _f 义 f 扣 flxrp

中 2 j f ⼼ ⼀ fix_rp V 2

由单调收敛Thru 极限五

四



 



















 

定理3.1.14 令 是闭 凸集 若义 0Q 则 Q

的支撑超平面扎 g r 且ㄨ Hug r

证明 考虑序列 火了 s.t 且火 x 令

一大 火
gk 11 yall

乍 Xgk 兀 1 1

由 lemma 2.2.7 对 x E 有

做 1 又 一 兀 1 1 0

tgk.si rk gk yi
由 119k11 1 由Lemma2.2.8 序列 rkl是有界的

Irkl Kgk 下 Ykl xittgk.si1
11T Ykl x.lt112 11

11 X 11t11Xoll

改WLOG 设 g 态ngk r fim.tk



对 取极限 对 ㄨ

kg xì r g xi

故 取 Hlgi x ER g 戏 r 即证

四

3.1.5 Subgradient

Def 3.1.5
一 一

向量g称为 f在
X domf的次梯度 若

对 yedomf 有 fly fix g y x 13.1.23

所有 f在 x 的次梯度构成
集合记为 0 fix 称为 f

在 x 处的 次微分

若 13.1.23 只对 YE 成立 则 用记号 g 0 fix

表示约束次微分 若 Edomf 则 aflx IE 2 fix

对 X 对于非凸 func也可能非空



n y 1Xl of o - 1 1 I

n

fix x

2 f o 0 1

Dxflxo二日 2
ys fix

二

冨 gEIR fly 1 flx lt g y x l

二灳对 1 fly

其中中 g xg y x it fix g EIR 是闭 凸func

士力 x 是闭凸集或空集 又由 g 是线性fun c

故 士力冈 对 XEIR是闭凸集



故 多 fix 是闭凸集
空集也算进闭凸集了

lemma3.1.6 令 是闭凸集 设对 XE Edomf

多 flxl 则 提 上的闭 凸集

证明 对 x E 定义

F x g fly g y ㄨ y fix

其中 gly是 对 1y 中任意次
梯度

由Thm_ 今是五上 闭 凸func 且由次梯度定义

fix 了尔 x

故 再 二 子是 上的 闭凸 func

故 f x f x 是闭凸 func 四

Thmslnōeee 令 f是凸 func若 x intldomf

则 对 x 是非空有界的



证明 由 x fix 1 a epic f 则

Xo fix a epi f

注 2 AEDĀ 并不一定正确 如 PAI
A 0 111 街 则 2A o I 之了

Ā 0 1 I 则 对 0 1J

则专 2 A 但专 2A 但 对凸集 2A EDĀ

证明 DAE 丽 A lint A EĀ lint Ā

int Ā E int A

要证 int Ā E int A 只需证 int Ā E A

因为对 a int A 则 开球 Sla r E int Ā

故 Sla r EA 故 a int A 即证 int ĀIE int A

下证 int Ā E A 对 a E int Ā 则 开球 B S a r

E int Ā 取义 int A 取开球 B S x V2 E A

七义 4 一七 t Elo 口



i
B S a r EĀ 取 xó s t ae 然

xó BEA 且映射 h x at k x a 满足

a hex 1 x

h B Bó E B
x

BE A
由 Bó开 故可以取 ㄨ Bó s t

ㄨ A 否则对 4 Bó有 11 A 但 YEA 故

BÓEĀIAEĀ lint IA 二日A

与 2A的定义矛盾 故 ㄨ Bo S t x A

设 ㄨ h ㄨ 又 BE A 则 a IX ㄨ 由 x EA x EA

故 由 A的凸性 a EA

故对epi f 用定理3.1.14 超平面在 x fix 1 处支撑

epi f
- 2 d ㄨ入 - 2 f x d ㄨ

对 x i Eepi f 归 一 化系数 s t

11d112 22 1



由 Xo 七 Eepi f 对 ㄈ fix 1成立 故 2 0

由定理 3.1.11 凸 func是局部Lipschiz的 即

E70 M 0 S.t Bz Xo E Edomf 且

f ㄨ f x M11X_X 11

对 x E Bz x E 成立 故 对 X E B2 x E

d x_x 2 fix1 f x 1 2M11x_x 11

取 ㄨ X Ed 有 11d112 Mand11 欠11

f11d11 0时 2 1

111d1170时 FTR Ma 2 It M I专

故 270 取 g二步 则

fix fix g x_x入 对 xedomf

故 a fix 是非空的 若 g Eafix g 0 取ㄨ x 9g

Ellgll kg x_x Y fix1 fix 1 Mll x_x 11 ME



11g11 M 故 2fix是有界的
四

例 3.1.4 x intldomf 时上面定理不成立

f x R x ER 在 0 处次微分不存在

定理3.1.16 对 funcf 定义Fencheldual

f s
1 fksiyi fly1

和我的 Fenchel Dual

九

slm Its 8 I

列 f X1 在 x 对 xedomf成立 若 a fix1

对 xedomf成立 则 2flxl Edom f 且 f x x

证明 对 x Edomf 有

f ㄨ ssdbPfxIXS.xi fx.IS



姿点星 idf Its
ㄨ i_s y fly

idfǎfxks
ㄨ y it fly I

8 X

对 g 2f x 则 对

YEdomf.lgiyyfiylkxgiyy.fi x g y x

g xy fix1

故 gedomfx 故

多 ㄨ 1 sup in f s ㄨ i_ s.y t fly1
SEdomf yfdomf

inf I kgㄨX_xg yytfcy1
yEdomf

f x
四



 

Thm3 l 7
- n

it 是convex的 名Eintldomf 则

28个名 0 ⼆⽇ fix

对 HER 有

fix maxkg pl gE对刚

证明 注意到 i

f 1名 10 李品放权
2p fix g pl

其中g 的如是任意次梯度
故

扒名 加 38个名 o 你 p

即 对仪 E 2 fix 另⼀⽅⾯ fix p 关于 p

是 convex的 且由 lemma 3.1.5 对V11Edomf有

fly fix f个名 11 - D

3 fix 1 g yy

其中 g E 对你 由8个名州的凸性 28个名 o ⾮空











 





















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































 

















 















 







 















 

考虑 min f x Ax b 13.1.68
X E

是闭凸集 A是行满秩 的

Thm_ f在 ㄈ intldomf 上是凸的 且在 上

的水平集是有界的 设彐又 E70

s.t.ATb B 又 E E QI Slater condition for equalities

则 也是 13.1.68 的最优解 Ax b 且存在 y ERM

g 2fix州 s.tl g ATy x_x州 0 XE

且 11ATy 11 主 limeBayfix1 mine fix

证明

对 x E 且 Ax b 则

f x fix刈 tg x_x 刈



l yㄨ Al x_x州 0

二 考虑 中 x1 flxitkllb Axll.kz0 是常数

则 土中1β E If Iβ βEIR 其中土中 士 表示中 f

的在 上的水平集 中的凸性是显然的 由

TmfIX在 上是连续的 故 中 X是连续的 由 是闭的 故

中是 上的闭凸fun c 由 lemma3 l 4e_ixx.s.to

Arxgemiǎ
中 x

故由Thm3.1.24

e_igfadixi.s.tt
gi x_x 0 X E

由 lemma3 li
____ lemmn 知

gi g KAT211b Axl g 对1ㄨ

由 13.1.42 知 211211 可 ER 11可11 1



改 由 lemmg 可ERM 11可11 1 s.t

g i gㄨ K AT

何 b AX 11b AXxl

另一方面 8E BIO E 有 Xg二 又 8 故

lg X8 yì KKAT 又 8 ㄨ i
K 何 A Stb Axì
K11b AXxlltKXATg.fi

由 Thn M mxax fix x E BIT E is

则 kg xg xxY flxs fix M f

其中 f müòxfix 则

M f K1lb Axxlltgnǎ KAT 81

max KIAT 8入
SEBIOE



K Ell AT 11

KEH11511

其中 11 11in LAAT 0 定义 y kg 则 13.1.71 成立

另一方面 取 K 兹 M f 则 11可11 1 由 lemme

Axx b 故 Xx是 13.1.681的最优解

故当 K足够大时 13.1.68 的最优解 九 是中的 全局极小

放 13.1.70成立

四



 

Tim3 l 25LT 令中是闭 凸func ER EIR
m

是两个闭凸集 St 2E int dom 定义

f x i过
中ㄨ y

211f在 上凸 目若 Y x Argmin 中 x y 力 则

YE 2

J fix gx EIR gy1St gx gylgㄇㄚ的
中 x y

且 人gy y_yy 0 YE 2 yxEY x 13.1.601

证明 定义 x y 14 2了 是闭凸集

则 fix1 in壶
中 x 4

ix.inf 中 ㄨ 4

故由Thm3 li4__ 1g lgylE事

x.YixD.s.tlg ii 1 0 YE 2 Yx EYX



二 gy y_yxy 0 故右边集合非空

考虑 gx.gg 满足上面的
条件 令 x E 0

取 y 2 st 中 Xi 41 fix it E 则

fix E 中 Xi y

中 x yy tgyixi xytlgy.gl_yxl

中 x yx tgx x x

fix it Xgx x_x I

取 E任意小 则 gx 7 fix 四

Lemma3 lil___ 又 是 13.1.61 的可行点 则

f 又 f x 忌 f 7 心

证明 f 下 忌入 if IT

f ㄨ 仅 fix ㄡ ㄨ 1 i If 州 1对 ㄨ

m ㄡㄧㄨ州I
f 凶十点必 fix刈 人对ㄨ 黑对 ㄨ ㄡㄧㄨㄨㄚ



Lkkio

Exactpenaltyfu_

令又 满足 Slater条件 设已知了 f 又 fix州的上界口

如 D in
人 对 下 又一少

考虑 1 入 ElRi 器 fil Ii D

由 lemma3lne e_i ve 1 定义

g i

41g niaxi gl Dlinim fi刘 gt 112
m

证明 i 都非负

人入 gl Ii g 二 点槑①tfimmii

令 8 二 品 i 1 m 若

① i 1 mfi o 则 人入 g 0 Dlnymfi

② i s t 8 no 则 入gl iinyn 8 1点 fi 又入i

1



口中9点 器

故 ǐiǎntngi Dlny.nl槑

另一方面

i li.im g o 则取 不 0E1 有人 gì 0

i g so 令
g i

ni Jn j minlai9imy.fi

o otherwise

取 不二 劉 En 是显然的

人 g g 晶
二樷 口 二 lmyn梨刘 口

g i

综上 4 g 二 iinyti.gl D imyn.fi 刘

四



min 中 x f x 4 fix
X E

其中 fix1 f x fmlx x 是 13.1.61 的最优点

注意到 max 入 fix州 0 定义

1 入 EA I入 if IX 1 01 入 EN di 0 i Icxyl

其中 I x i fix 1 0 由入 1 KKT条件

故 也

tix it 对
x E 74 fix州 lemma3.1.16

故 g 对 x t忌刈
必 对 刚 2中 X

注 容 挂 E 子导 i.fi 在 处次可微
mn

设 9kEafklx 则 灻121 fix 人9k 2
一少 2

Ifk Z 豆 fix It 异gk E Y 故吉9k 2ifk
k mn



上面的证明 只需fklx在 X处次可微 若灻有凸性 则有

Thmz Rocka fella r

令 fi i 1 m是 proper convex function于112 则 令

f 二点 fi 有 2 f x 2 对 x afmlx ㄨ

进一步 若mCilmdommfi
i li m 非空 则

2 fix af x afmlx

注 lemma3.1.12 的确不要闭性 但是要求 xtintldomfwmrmme

故 由 7hm ³.12
一 __ _f

人 g x_x
个 o

由Thm3.1.24 x Argmin 中 x
X E

下证 中 X 的最小值点也一定是 13.1.61 的最优解

令 又是 13.1.67 的任意最优解 故 不 Argmaxlx fi戏
入 A

S tl 对 文 十点不对 义 ㄨ -刘 0 xe



不妨设 Ilfmzomnr

则 仅 f ㄡ D 即 1 中的不等式约束是积极的

注 由不 Argmaxlx fix Y 由 I If刚 0

入 A

则 人 不 f 又入 so 用反证法 设 仅 f 入 D

则 ksl s tk 不 A 且

人 KR fi又入 仅 fli ly 与不EAiqrmnaxti fi父
个

矛盾 故

folㄡ fol文 用 文 又 一爻

器不仅fi 文 又一 ˋ

人不 if I文 fl邓

二 I fl 文 D 矛盾 1
mn

故 I f121 0 1说明文一定在 13.1.61 的可行域中
nnnnnnnnnn



任

且由又是 中 x f x II fix1 的最小值
wmrr 人

且 I If 刘 0 故 又是 13.1.61 的解

四



 

Thm三 设 f是凸的 Eintldomf是闭凸集

设 f在 上的水平集有界 令 A EIR
ㄨ

n m 是行满

秩 考虑 中 u mien fix A x u

则 中是凸的 且对 u ElRm x E int Ax u l 有

y x Ax u gteaflxy s t

lgt ATyt x_x Y 0 XE E a flu

证明

令 Q u x E Q Ax u 则 dom中 UERM 1in 力

对 uEdom中 xlu Argmin fix
XE 1u

由 E int domf 是闭凸的 故 f在 上是连续的

且 u 是闭凸的 且 U E 故 f 在 u 上连续

且闭 凸 且由假设下水平集有界 故 Argmin fix 可解
ㄨ 1u



令 Ui v12 dom中 α Io 1 则

4dom
中

Xα 2x U1 1 2 九 Uz 241_

故 dom中是凸集 目

中 2U t 1 2 uz f IX 2flxlun 1 2 flxiuzl

α中 lui 11 21中 uz

由 7hm 1.27 13.1.741左侧非空 取 九 y g 对

某个 u u Edom中 则 对 uzEdom中 有

中 uz fix luz fix 人gt xluzl 九州

fix ATyt 九1421_妙
ㄒʰ

unttyt.ua ui

故 yt 子中IUD
四



3.1.8 Minimax Theorems

I 定义在两个凸集的直积 PER SEIRm

设 I u 是闭凸的于 PE dom Il u u ES

I x 是闭 凹的于 SE dom I x x EP

核心目的是

in志SU Il xiu Sǎginf I
x u

何时成立 一 般地 只有左边 右边

由

Iy 4 1in击工 tul

1
_

比 心 ux us

infǎd I x u dg inf Il xiu



lemma 31.22 设对 fu ES I l u 的下水平集在 P

上有界 目中在 UXES 上达到最大 则对 UES 有

器官 max I x u I x u u

证明

fulx max Ilx u I x u 1

max 中 u 中cut 中cut

首先说明 yninpfu X 可解

由Thm if.nlx 是闭 凸func 且对 βER

x fu x β E x I x u β1 有界

召 召
mmmm

故 nünfu ix可解

由Thm3 l.io
___

ME I0， 1I
S.t.im

品 fu
X imin

Nt I x u 1 八 I x u 了



iminpIlx.it ut i t u

中 Aut 1一入 U

故 中cut xminfucxl
中 入 tutu 八 1it

中Lu州

故 min fu x 中cut
X EP 1四

7hm一 设 I u 在 P上可达唯一最小 中在S上可达

最大值 则
imǎò fix nǎx

中 u

证明 由 xlu argmin I x u 是唯一
定义的 则

X EP

由 Thm3.1 Il.su UES 的下水平集在 P上有界

故 由 lemma3l.zz.net 对

uesmtinpmaxEIcx.usI x u州 中cut



由 中cut I xcut Ut 知 xiu州是 13.1.761唯一最小

值点 这是由千九 是 13.1.76 的最小值点

I lxt.UA 中cut iminp Ilx ut

故 xlut 是唯一使 I xiut ut 中cut 的点

故 I x cut u I x cut ut I x u t XEP

故
us I lxcut ul in Ilxiutl

fix in 1 中 u

min f x fixcut 中cut my
中 u

XEPmmmnflxlutD
sypIlxiutl.us
中cut

四
二 infIIX.UA
XEP

ixnd品 Il Xiu infix



 

Thm 3.1.10 设 P Q有界 则

ymii fi x miǎy
中 u

证明 固定 E 70 11.11是欧式 norm 定义

Iqlx u I x u Í Ell X112 X EP UES

则 Iql u 是强凸的 UES 故 在 P上存在唯一最小遁

由 lxEPIix nl βㄚ贔品
ˋ β了

故 i Iqlx u in⅓ Is x u
且 Is l u 在B上

是闭 凸的 可以用 Thnn 说明 ㄇㄨ品 Iqlxiu
的

well define 且唯一性见CP210 推论 3.2.31



故 中 u menIqlxiu 是 well defined

由Thm3.1.8 中 u nzayl Iqlx.us
是闭 凹 的

闭凸

下面证明 mǎytqlu 是可解的
只需证 mains ˋ.mn

是 Well defined 直接用Thm 4 即可

对 Iqlx u 用 Thmh

Uqt Argmaxbs.lu xi Aygm.in Is Xiu st

LIES

Iqlxà u Iqlxi.u.tl Iqlxut x EP uts

Il xiu Il xiu
fix syoIlxi.us Il xiu

另 一通 对 X EP 有

Ilxiuqt Iqlxi u Ilx uilt ÍED D 昂
11ㄨ 11



故 fix i in It x
u 之 ED

ng
中 U 立ED fix ㄨ0I

注 f x1 Sy Il Xiu
是闭凸的 一

1
中 U1 xminp I x u ymǎò l Ix.us

是闭凹的

取 Edo 有

ticninf.fix liǎniòp
中 u

由 lxikto E B
是紧的 故不妨没 Xi x ̅ EBEP

而His是 nins P.in 的
某个解

UES 一 中
qiu β u ES imaol Iqlx.us β

E UES Is.li u β了 文 P

E UES Ii ul β
了 REP 2 sup E

mmniéǐiiiiiè



nins ts lu nainc tc lu

故 Uil EC ES 不妨没 UÌ ū CES

故 f 1 liinionffix
tl liqmsigpPut 中 ū

故 iminpfixl muy
中 u 四

Thm 3 li
__

设 f 在Xt EP 处达到极小 设对某个geapflx

满足 一阶最优性条件

1 g x_x州 0 x EP

若 g 存在如下表示

gt 二 点入 gi

对于确定的 K 1 入 Δ
k 9 i 2p x I xt Ui 其中

Ui EI 州 i 1 k I X UES I lxt u f x



则 13.1.78 成立

证明 令 Ū EǙ入 Ui 则 对 X EP 有

fixtl flxtittgx x_x

fix州十点心人 gi x_x州

fix 出入 II x 4i I ㄨ ㄩ i

出入 I X Ui 由ㄩ i的定义

I Cxū 由Jensen不等式

故 fix州 in志 Iixū 中 ū

故 min fix max 中 u 四
X EP UES



Tfknsyouxu

仅xIlx.us uEI x l

Icxuls flx 了

lemma3.1.14

Dpflǜ Conv op.xIlxt.us
uEIIxHJI

xH EuES Icxiu fixij

故 Thm 条件成立的充分条件是

Dpflxt Conv 2p x Ilxt u UE Ilxt

miǐ 对 g Opf以州
Opfcxt fly fix g y x州 y 万

fuyl fix g y x yep

gEApf.tl



注001
有商
1m31 的条件可以把 It u 在 P上有唯一

最小放松成 I u 在 P上的最小值集合有界

证明 只需注意到对 ㄨ arxqmpinIlx.UA
有

中 u I y u 不妨设
蕊贔

3.1.76 的最小值点

则 I x u 中 u mxinpIcx.it

故 x argmin I x u 故 对 UES
X EP

I x u I x u I x It XEP

fix州 but 四

注 2 Apflxt Conv 2px I x u UEI 州

成立的充分条件



Cis T x t ET 1 ft x fix E 了

涣成书中的记号 Σ 0 st

Tq x ㄩ E s l I x u fix E 是紧的

ii I x u 对 UE Ti x 是上半连续的 这是自然成

立的 由干 I x 在S 上是闭 凹 的

iii

Ndomf x f
0 - X intldomf
中 x domf

故 成立只需九 intldomf 验证条件 i

注 3 Thm3 li 9
__

的 对称命题是 令 I x 在5上极 大

值集合存在且有界 f在 P上达到最小 则 13.1.781成立

而 I 比 的极大值集有界
了 45

条件ciiiihm 3 is
__

条件

3.1.78



3.1.9 Basic Elements of Primal dual Methods

考虑问题 ft miinpfexi

f 是 P上的闭 凸func 设 f
有下面的 max 表示

f x mǎy I
x u

I 满足 3.1.8的所有假设
则 对偶问题是

中 my
中 u cut nxniiniIcx us

原问题和 对偶问题在数值
上并非是 对称 的 因为 u

难以拿到 但若假设 Oracle能访问13.1.83
的内部结构

为了计算 fix 只需计算 ULXIEArgmaxIcx us
UES

令 g X Dp x I x U X

设 Oracle的返回值是 f x g x U x



设在 ydĚEP上积累了信息 取
系数

2
k

0 K 0 N 忌αk 1

考虑目标func 的 线性model

l
N
x 忌2k If 火 glyk 九 - 4kt fix x EP

在某些算法中 lflxivkmxihu 13.1.85

其中 XN了是最小化序列 N 10时 rN

取 ÙN二忌2k Ul 4k ES

lemme 3.1.23
- -

设 x满足 3.1.85 则

0 fixN ft 1加一 1公川 fixN 一中1 rN

证明 9 Yk 2p x I ¼ Ulyk 则

mǜptN X imǎj忌2k II Yk U火
人9火 九一火

V



yminp忌2k I x U 火

rxneinp I x ˋ
二 中1

故 f XN myinptixltriv
t rN 四

注 对偶问题的 good solution IN 二忌2kUlyk 不需要
urn

计算中1uim.mn

返过来利用 Test points yklǎo生成原问题的 goodsolution

N
定义 8N X 忌2k4g火 4k XI

IN 二忌αkflyk fl 卫αkyk

lemma3 l 24T_iynapf.IN rn o 则

0 子 ft 中 一中 iii 子 一中1 rn



证明

max8N x nxp忌2kg14k ykXEP

rinǎò Ik Ily k 4 火1 I x u1 11

Ědkfiyk ymǎò 2k I X U14KD

I niinpEcx.in

IN 中 公N

四



 

3.2.1 General Lower Complexity Bounds

min f x
X EIR

f 是凸func x 是最优解

Model Unconstrained minimization

f是凸的 在有界集上 Lipschiz

Oracle First order Black Box

在任意点五 可以算 8 文 g文 对父

g 父是任意
一个次梯度

Approximate Find 又 ER f171 ft E
Solution

Methods xk Ex Lin glx glxk.pl



固定 u so roo 考虑

fk X ryyx Ǐllx112 k 1 n

则

afy nxtrconvei lie Icxij

I x j 1 1 j k x nǎxx
了

令 xi是拃的全局最小
mn

存在性和唯一性根据 fk的强凸

对 x y E Bzlxi p p 0 gkly 2f.ly 则

fk y fix tg.ly y x

11gk y 11114 X11

11nytr蝨y
die ill 11y x11

k11411tr蝱 αilleill 114 X

full xintuptr 11y x11



同理 fix f k y nllyilltuptr 114 X11

故 fk在Bzlxi p 上Lipschiz连续 M kllxilltuptr

由Thm3

oeafyilafyi
nxitrconvle.li e Icxid

xi o i k 1 n 否则

gEafklxil.ge

i
Ni o 与 0 afkly 矛盾

xi y 否则 号 1 kl st

x i
别 x 那么对 gEaf.ly

g1
号

ulxi
分 除非 xi 0 否则 0 子 fix

但若 x o 则 x so 此时 xi一定不是最小值

故 y y 入



Hit Ǐ o 11 ǎ

故
xy f

歮 1 i k

0 Ktl i n

这 Rk三 nxin
二 葄

fi 品 Ǐ Ri 最

M kllxilltuptr up r 型

给定 Oracle

Input x EIR

MainLoop f is it 0

for ji 1 to k do

if x 小 s f then f x i j

f r f t Ǐllx112 9 reixtux

Output fix f gklxl g



定义 IRP X EIR X 0 p 1 i n

则 对 i 1 i k 有 Xi El R 故 对 1 i K 1

fklxil rimyxi o

考虑问题类 P x R M 在13.2.2下再假设

x 离 足够近 11 x X州 R

f 在Bzlxt R 上是 M Lipschiz连续的

Thm三 对任意类 Pix R M k 0 K n 1 存在

f EP xo R M S t

fi xk ft
MR

2 2 T

对任意一阶方法成立 i e

xkEX tt in glx glxknl



证明 WLOG 设 X 0 取 f x1 fix
r it k n

YKF.IR

MR则 ft fái 二一 一二
一

212 T

117 一女11 RktF 忐 R

且 f 在Bzlxt R 上 M Lipschiz连续 故 由 XKER

flXk ft ft
MR

212 0T 四



 

3.2.2 EstimatingQuality of Approximate
Solutions

ㄇㄨ凸 f x

是闭凸集 f是1R 上的凸func

1 对 人91ㄨ 1 ㄨ 州 0 1
1

固定 x ̅ EIR 对 x ER glx 0 定义

Nfl7 x ngkntglxl x_x

若glx 0 则定义Nflㄡㄨ 1 0 故由C S不等式

Nflㄡ x 11x_x11

Nf 又 x 有自然的几何解释 设 x满足 glx 10 且

人glx ㄨ邓
0 则 定义



glxi
可 ㄡ Uflㄡㄨ 1191X111

则 Xglxl x 可 glx ㄨ
-邓 一

Uf17 x 11gIX
11 0

令 D y tglx x y of 则可 ED

且 11可 一711 二 Nflㄡ ㄨ

断言 此时 Uf 下 X 是 x到平面
口的距离

n

平面口的法
向量

g
𥳀 ǐ桨品牭

y Xgixi x y of

故 y ㄡ 口 即 y ED Xg ㄡ y_g i 0



对 t 0 定义

Wf IT t Max flxl fㄡ
11 x x 11 七

若 t 0 令Wflㄡ t 0

Wfㄡ t 0 对 t o

Wflx七 关于 t EIR
是不减的

fix1 - f1又1 wglㄡ 11X 711

Lemma3.2.1 对 x ER 有

fix f ㄡ Wfl又 Uflㄡㄨ1 3.2.11

若 fl 在Bz 又 R 上是 M Lipschiz的 则

f x f 下 MINflㄡㄨ1 3.2.12

对 x EIR 满足Nflㄡㄨ R成立



证明 若 glx 九
一文 Ko 则

f171 flxitlglx 又一划 fix

由Of IT X 0 故Wf IT Nflㄡㄨ 1 0 故 13.2.111成立

另一方面若人
gix ㄨ邓

0 令

g ㄡ Uflㄡ ㄨ yynl

则有 人glx y x 0 11g 刘
二Uf1ㄡㄨ 故

fly1 fix 4g x g x fix

且

fix f 7 flg1 f171 wf IT 11可一又11

wg IT Nflㄡㄨ

若 f在B2 R 上Lipschiz连续 且 0 Ufl x R

则 可 Bz又 R 故



f x f ㄡ 1 fly f 7 Mll y ㄨ 11 MUf ㄡㄨ

若Of IT X Co 则 f1又1 fix 人g IX 又
一少 fix1

综上 13.2.121成立 四

Def3.21
net

令 xi 是 上的序列 定义

Sk x 1kg lxi xi x o i 0 kg

称 Sk是由序列 Xi li 生成的 问题 3.2.81的 localization set

Sk非空 由于xtskmnr

令 Ni Nflxtsxi 0， 0Eoriiaii

y
人9b xj xt

oli.iiiiii.ly
gxi x_yi 01



故

oi max r tglxò x_x I 0 i 0 k xEBzlxt.rs

emma3.22____ 令fiomiiikflxi 则

ft_ft wflxt 01
正明

Wflxtvi ǒiirzkwflxt oil oriiiii.fi
Xi ft

ft ft 四

3.2.3 The Subgradient Method

min fix
XE

f是 IR 上的凸func 是simple闭凸集



Subgradient Method for Simple Set

0 取 X Q 序列 hkl

hk so hk o 忌hk二 to

1 Kth iteration k 0

计算 fixkl.glXk 令 火 1
二 两 Xihk發川

Lemma3.2.2
net

设 f是 Bzlxt R 上的 M Lipschizfunc

其中 R 11X 一 州 则

fi_ft n 嚻卛
证明 令 ri 11Xi x 11 则由 lemmaz 28

netin 11兀 Xi hi9焱品 x 112

11xi hi 川
_xt112



二 ri zhiv.it hi

则 ri十点hi 2点hioittkn 20iiohi

oi 喜率
改由 lemma3

z.ze.fi_ft
wglxt 01

may fix1 ft 11x_x 11 otl

由0T R max M11x_x 11 11X_x 11 oil
X

ˇ
MUI M 喜㘘 四

主想 䲜

想 冬 坐 品 二



 

3.2.3

设考虑一个 N步的 Subgradient Method 则

㗊品 4ˇ 喜舆
由于 hkko 是对称 的 故 h hN h时取 min

易证 h f 此时 Δ 二忌 故

fit_ft 器

另 一种定义步长的方法是利用精度 E 70 即

1只只- E N 1 Mà

放 hi 并 i 0 好处是 hi 的定义不依赖 R N

此时 fi_ft MR
ZEN ÍE



得到 E solution需要 N 器 步

故 次梯度方法 3.2.14 3.2.16 对 13.2.131是 optimal的

若取 hi 二点 i 则

关于 是一致的

Δk R2tiiygk_ye suboptimalm.mn

3.2.4 Minimization with Functional Constraints

考虑问题

咒岗 f x fj IX 0 j 1 my 13.2.22

f 和 fj是闭凸的
是 simple闭凸集

定义聚合约束子 X riymf.lt 则 13.2.22

yminx fix FIX1 0了



由 1emma3 l 13n_fafg.FI 求 则 giXIE 子fix 易得

Subgradient Method with
Functional Constraints

0 取初始点九

1 Kth iteration Ck 0

a 计算 flxkl.gl k Eaflxkl FlXk glXk
E271Xk

b 若 FIXk E 则

xktFToxlxk Cn.glxk case A

否则 令飞 Txlxki 1
2gixkl case B

定义 有 N 是 typeA型迭代 后 N 是typeB型 故

FIXk E KETA N



Thm三 设 f f j 1 m在Bz x 11X x 11 上

M Lipschiz 若 N充分大 St

N 䛓 11X一对112 3.2.26

则 FA N
中 且

fi min fix k
KE FA IN fix E

证明 定义 rk 11Xk x 11 设 N
满足 3.2.26 但

flxk ft E KE FA N

若 KEFAIN 则

rki llxk.tl x
112

122 4
11xk gxnpglxklPZE
rk2 ngixnptglxkl.Xk xytig.jp



rp Cnplfix.cl f 鼠火1112
13.2.281

E2

ringMill
Case B情形下

rki 11 Xkti x 112

122 4

11xkn n發2g ix X州
2

rk 不晋 人 了 x_x州 發i
rk2 2Flxklllgcxknp.lt lydflxx 發不

二 ri_
故 case A B都有 rktl rk 11X X州

由 f在Bzlxt 11X 一 州 是M Lipschiz的 由



Thm3 l15_nllgly.sk M KE Ft N

由 f 在Bzlx 11X x 11 是 M Lipschiz的 故 子是M

Lipschiz的 故 11glxk 11 M K E FB N

故 rkti rii 器 对 k 0 N

o rN_n rò 器 N 1

与 13.2.26 矛盾 四

无约束优化问题并不比有约束问题简单

3.2.5 Approximating the optimal Lagrange Multipliers

对 E 0 定义

F E x E Q f X E j 1 m

定义 Lagrangian



fix 入 f x 出入 f x XE 入 入 入M EIRY

定义 Lagrangian dual问题

中
出P

其中中 N main对比入 显然 ft 中

Subgradient Method for Lagrange Multipliers

O 取初始点九

1 Kth iteration k 0

a 定义Fk j fjlxk hllg.ltk 111

b 若Fk二中 则 Xk 1 兀 lxk一 个器川

c 若 Fk 中 则取 Àk Fk 定义

hk gjitp.xktFTxlxk hkgzi.lyd



t 次迭代后 定义 A.lt K E 0 tl Fk二中

令 Ajit k E o tl jk jj I j m

令 Nlt 1A t l 若 Nlt170 可以定义估计对偶乘7iw.n

Gt hingix.in iioèink
二

步

令St 二蛋 Tian 若 Nlt 0 定义 St 0 故

Gt hSt
原理来自证明了

定义gap function St MhÈE

I flxklft 二主
KEA.lt 119Xk

11
八七

T的 ˋ 设 是有界的 11ㄨ ㄨ 1 R ㄨ

若迭代次数七充分大 s.tt 管



则 N t 0 且

ǐiymfjlxk Mh KEA.lt

St Mh

其中 M omǎytomǎymllgjlxklll

证明 注意到

hfexk
Gt 8七 二

ㄇㄨㄨ偘比 llgix.nl
6tflx1一点蛋

州
hkf州

区
二 max
xe 㮺㵘器 I hkf.in

ktAit
mmm

蝱以紥 大作㸑Üikfik
fjk

inadiigiiiii ikItgiklxknxk i fx.cl
了



对 XE 令 rklx 11x_xkll 设 KEA.lt 则

rki X llxk x hgxkllpllglxklll

rRxl ghxnkglxkl.tk xith

若 k A t 则

rki X 11Xk X hkgjklxkllF

rkixl 2hktgjklxkl.Xk XYthillgj.lyall

故

2hk It gjklxk Xk XX fklxk

rR x rki x fix
119iklxk111

ràlxl rktilx h



故 Gt St ròlxit专Nlt h2 之 t N比1 h2

Íri x Ìth2 Nlt h2

之 R2_itRt Nlt h2

由于 七 器 则若 Nlt 0 则有 6t8t.com

而 Gt 0 St flak 111七 0 矛盾 其中

灭二 花蕊比 ngixn

故 Nlt 70 又由 KEA t 则

fjlxkl hllgg.ltkill hM 对 j 1 m

故 Yymfjlxk hM KEA t

由 Gt hǚ 故 由七 器

Gt St Nlt h2



St Mh 四



 

3.2.6 Strongly Convex Functions

1 3 2 f在凸集 上是强凸的 若 1170 s.t 对

x y E αEIO 1I 有

f 2x 1 2 y 2f x 1 2 f y Ín2 1 2 11x y112

Lemme 令 fe 招 则对 xeint

y E 有

fly fix it fix y x 之1111y x112

证明

fly 文 If 1 2 x αy 1 α f X 之11211 2 11x y117

f x 文 If x 2 y x fix H 1 α 11ㄨ yIF

令 α 0 得到 3.2.38 四



Corollary 3.2.1
-

令 f E 9 则对 geafix 有

fly f x tg y x It 之ully x112

证明 由 Thm 对 geafix 有

f x y x kg y_xì
四

Corollary 3.2info
若问题 3.2.13 的 目标fun c

f 招 则下水平集有界 目最优解存在

证明 由 f是 IR 上的 凸 func 故 f在 R 上连续

对 CER x x

c fix fix 1g IX x_x个 Ǐll x_x 112

二 fix Ǐll x_x 在glxs IF 式 11g x 112



ill x_x'tiiglxsIF ctzullglx112 fix

故下水平集有界 由 7hm 1.4 4 知最优解存在
四

Corollary3.23
e extc.intdomf是 13.2.13 的最优解

f 招 则对 XE 有

fix ft 当ull x_x 112

故 最优解存在唯一

证明 由Tnm3 la gtEaflxt S.t

gt x_x州 0

故 由 13.2.39 知 结论成立
四



强 凸 fun c 的 性质

1 Addition f 十品 fz 招 则对 α1 α2 0

2if itα2fz 支ntynl

证明 是显然的

2 Maximum f 招 f 招 则

fix max fix fix 招1

其中 11 min Hi 112了

证明 对 Xi αE Io II 有

fl2x.tl1 α X2 max αfix 1 α f x2

之1112 1 2 11X_X2112， 2 X 1 α左 X

之 1h22 1 α 11X_X2112



αf x 1 2 flxz 之 µα 1 α111X_X2112 四

3 Subtraction f 招 则FIX f x 之1111X112

是凸 的

证明 对 x y αE Io 11

f 2x 1 2 y fixx 1 α y 之 ullxxt 1 214112

2fix 1 2 f y 2 1 2 11X 4112 ÍH112Xtlry112

2f x 11 21fly 之21111X112_之 1 2 11114112

2f x 1 21个 y
四

仍然记 fix rimyx ǏIIXIP k 1 n

在问题 13.2.2 的基础上加上下面的假设



f在B2 X 11X x71 上是M Lipschiz 的

f 9 Bzlxt 11 x_x 11 1170

记该问题类是Ps X u M

Thm ³.25
一 一

对任意类Pscxo inM 任意 k 0 Kn 1

fEPs Xo HM s t

FIXk ft
M²

2 h12 1 T
2

对任意生成序列 Xk了成立其中

Xk x Lin glx glxk is

证明 应用func 3.2.2 以及Oracle 3.2.6

WLOG 令 x o 取 fix fktilx r MIT
2 11在

由 13.2.411 fk4招CIR 同时



Rkti llxo xid wii ws

由 13.2.4 f 在Bzlxki Rk 的 Lipschiz constant是

2kRk V 主齿
2
华恶 二 M

故 f fktl ㄗ xo lt M 故

flxk ft fi 二 量 21器在下 四

Thm 设问题 13.2.13 中的 f满足 13.2.42

令 Ezo 是优化问题的精度
考虑序列 Exit 由

Xktl 二 Txfxk_
2Eglxk
11glxk 112

K 0

生成 其中 glxk 对 Xk 则若 N足够大 s t



N 器 InM1ㄧ
有 fi on品 flxk f E

2E
证明 令 rk 11Xk X 11 hk二 ngixap

设 N满足

13.2.46 且 flxk ft E k 0 N

则
rki llxk hkglxkllF

ri zhkl.glxk x_x州 符品ip
492

ri 一 籝pIflxkl fttinriltllgixi.nlp
13.2.47

1 igixnprii

故 Xk Blxt r 故 11glxkill M 从而

E fly ft MrN M 1
2

简Ěr



Mexp nǐjr
与 13.2.46 矛盾 四



 

3.2.7 Complexity Bounds in Finite Dimension

本节研究 feasibility问题

Find 九 ES 13.2.49

其中 S是闭凸集 假设有下面的 separation oracle

或者报告 又 ES

或者返回车 分离又与S 你 X_x 0 XES

Assumption 3.2 l
e r

xtES s to E 70 st BIX E ES

例如 已知 13.2.8 的最优值 ft 则考虑feasibility问

题 其中

S t x EIR州七 fix t f E X 了

为什么不能考虑 S x EIR I fix1 ft til



下面考虑 13.2.49 的 resisting oracle

序列 Bk k BE Bk 其中

BE X ER lak x bk

对每个 box Bk K 0 记中心Ck二之laktbk

对每个box Bk k 1 0rade生成各自的 分离向量gk

9k除去
符号的选取 始终是坐标向量

定义 M是生成box的数量

i 是积极坐标

定义 ēn EIR 是全 1向量 oracle从下面的初值开始

a o RE n bo Rēn m 0 i l

输入任意test point X EIR



Resisting oracle frfeasibity problem

if x Bo then return a separatorof x from Bo

else

1 寻找最大的 KEIO m I XEBK

2 If km Return gk
else Create a new box

If x an then amti

ambmtibmtlcni

bniseisgFe.ieseam i amt cni
aniseibmtFbmsgm

e.immtl i itl If isn then i 1

Return gm



这样 box 的构造方法有如下两个重要性质

V01BHF ½ V0InBk

对 K 0 有 bktn q in
之Cbkak

Lemmaz 对 k o 有

Bz Ck rk E Bk rk 专
先

证明 对 KEIO n 1 有

Bk I Bn x Cn 之Rēn X Cnt之Rēnj DBzlcnIR

故 对这样的 k 有

BKIBzlck IR
D Bz Ck rk

令 k nltp 其中 p E Io n 11 由

bk 9k i bp ap



故 BKDBz.CCk 之R 又由 rk 主 即证
四

Thmhzien 考虑
一类feasibility问题 13.2.49 满足

Assumlr S是 Bolo R 的子集 则 lower analytical

complexity是 n In是次调 用 separation oracle

证明 黑盒

xoseperatngofYXo.gg
x sg x2

在考虑的问题是 得到 xk S 的步数 即调用Separation

Oracle 的 次数 的 lower analytical complexity

即定义 F f s是用黑盒 f 对集合S所需步数
求

in f sup F f s x
的下界

合为初始点

FEFSESXoEB.IOR



而固定 f 下 X EBolo R 断言

① ②

SUP F fi S F f Bktfx1 x nlogz是
SES 父

其中 k In logit Bk 是resisting
oracle生成

的第 K 个box 以 X为初值 火开 f Xkigd

先 证明 ① 由 i 专浩 E k hlog是

故 kt K 知 Bkx 即 XXEBktis t B lt E ES

从而 ①成立

再 证明 ② 调用 Resistingoracle最好 的情形

用 kt次 调用 得到 Xkkio gklii Bklii
由于 Xk Bkx k 0 kt 1

故 ②成立 从而得证 jzfsyFCf
SI nlog是

四
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